00414777 


了 武信 大 学 出 版 社 
1998 


六 六 六 0 ff 


图 书 在 版 编目 CCIP) 数 


数学 分 析 八 讲 /A. 外. 辛 钦 (a 只. XHRJd9UHD) 著 ; 王 会 
林 ， 章 民 友 译 ， 一 武汉 ; 武汉 大 学 出 版 社 ，1998. 7 
ISBN 7-307-02418-7 


I 闭 .… 
号 六 全 于 全 齐心 

有 数 党 分 析 

N Ol? 

we 了 
os 和 
WF: .人 
人 : 1 a 
i es 二 i 
MT 

- 


.武汉 大 学 出 版 社 出 版 


(430072 起 号 璋 斯 山 》 
武汉 大 学 出 版 社 印 刷 总 厂 印 刷 
《430015 武汉 市 议 口 新 华 下 路 192 号 ) 

新 华 书店 湖北 发 行 所 发 行 
1058 年 7 月 第 1 上 胎 1998 年 7 月 第 1 次 印刷 
开本 :787X1092 ]732 印张 ;R.5 
字数 :217 千 字 印 数 ;1- 一 2000 
ISBN 7-307-02418-7/O 180 定价 :9.50 元 


本 书 如 有 印 装 质量 问题 ,请 寄 承 印 三 调换 


第 二 版 序 癌 


第 三 版 同 第 一 版 的 区 别 只 是 不 多 的 变化 ， 其 中 最 主要 的 
是 我 从 基本 引 理 中 删 去 了 " 妇 纳 法 原理 ”"”， 因 此 所 有 依赖 此 愿 
理 进 行 的 证 明 都 代 之 以 其 他 ，、 我 期 望 对 于 六 多 数 恋 者 而 忘 能 
因此 而 更 易于 掌握 本 书 ， 因 为 依 我 看 来 ， 这 个 原理 以 及 束 以 
进行 的 研究 ， 在 退 辑 方 面 对 读 省 提出 的 要 求 ， 比 起 本 书 中 一 
般 采 用 的 村 和 更 高 一 些 . 

其 他 的 变化 值得 一 提 的 只 有 Taylor 公式 的 新 的 解释 以 
友 关 于 融 有 界 变 匡 昭 数 的 一 他. 
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高 等 数学 教程 在 相当 多 的 高 等 学 校 里 是 或 多 或 少 都 要 讲 
授 的 ， 所 有 的 工科 院 校 以 及 大 部 分 军事 院 校 、 农 业 院 校 和 经 
许 院 柜 的 学 生 们 都 了 解数 学 分 析 的 基础 ， 更 不 用 说 综合 大 学 
以及 师范 院 校 专门 系 和 的 学生 了 ， 所 有 这 些 在 各 类 学 校 讲授 
的 许 许 多 多 教程 不 仅 在 其 范围 上 ， 而 且 在 其 赖 以 建立 的 原则 
的 、 思 想 的 以 及 逻辑 的 基础 上 都 是 十 分 不 局 的 ， 在 这 后 一 方 
面 ， 从 本 质 上 讲 ， 上 只 有 综合 大 学 的 教程 才 达 到 了 较为 可 车 的 
科学 水 平 ， 其 余 所 有 的 则 不 得 不 进行 压 销 ， 只 能 满足 于 、 局 
”限于 科学 观 远 远 落 后 于 现代 科学 的 思想 一 一 多 辑 基础 ， 而 有 
时 由 于 大 岗 的 限制 ， 只 能 满足 于 很 有 局 限 的 教学 要 求 . 

然而 我 们 却 时 常 遇 到 这 样 的 情况 , 一 位 工程 师 、 教师 、 经 
济 学 家 原来 只 能 依照 那 种 简易 的 教程 来 学 习 高 等 数学 ， 开 始 
合营 到 震 要 拓宽 目 己 的 数学 知识 ， 且 首先 是 吉 有 更 加 牢 因 的 
基础 . 这 种 需要 可 能 是 产生 于 该 专家 在 其 专门 的 科学 领域 内 
的 茶 个 县 体 的 研究 ， 或 者 是 由 于 一 般 的 丘 宽 科学 和 生活 视野 
而 必然 提出 来 的 一 一 不 管 怎样 ,这 个 要 求 当然 应 当 得 到 满足 . 
看 起 菜 做 到 这 一 点 是 很 简单 的 ， 拿 一 本 完整 的 数学 分 析 教 
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程 ， 如 Hewaukap 的 或 者 dirxrtenronou 的 ， 然 后 依靠 已 有 
的 不 太空 园 、 不 太 深 的 知识 来 系统 地 钻研 它 ， 但 是 ,经 验 表 
明 , 这 个 看 起 来 如 此 自然 的 途径 几乎 从 来 就 不 能 达到 目的 ,日 
除了 人 少数 例外 都 导致 和 失望， 时 常 放弃 了 按 此 既定 方向 继续 学 
试 ， 问题 在 于 ， 一 方面 ， 我 们 的 学 生 一 般 说 来 为 了 自己 提出 
的 目标 只 安排 了 十分 有 限 的 时 间 ， 研 究 儿 卷 的 大 教程 因此 是 
不 可 能 的 . 另 一 方面 ， 可 能 是 最 重要 的 一 一 还 没有 坚实 的 科 
学 基础 由 不 是 专业 的 数学 家 ， 没 有 大 指 导 ， 他 不 可 能 自己 从 
研究 中 区 分 出 哪些 是 原 刚 航 方 面 ， 因 而 被 迫 以 全 部 精力 注意 
于 没有 实质 意义 的 微不足道 的 小 事 上 ， 而 终于 迷失 方向 ， 就 
像 俗 话 所 说 的 ， 只 见 树木 ， 不 见 和 森林 ， 

然而 要 完全 满足 这 类 学 生 的 要 求 和 党 要 ， 其 实 所 需 非 党 
有 限 . 几 年 以 前 我 有 机 会 讲授 了 一 门 国立 莫斯科 大 学 专门 为 
此 目的 而 说 的 课程 , 总 共 12 讲 , 每 讲 两 小 时 , 学 员 是 想 要 提 
高 自己 数学 水 平 的 工程 师 们 ， 应 当 承 认 ， 起 初 对 此 任务 我 几 
乎 是 毫 无 指望 的 ， 然 而 我 有 理由 认为 ， 我 的 课程 是 满足 了 学 
员 的 要 求 的 ， 尽 管 它 很 简略 ， 取 得 这 个 成 就 的 诀窍 在 于 我 找 
到 了 解决 摆 在 我 面前 的 教学 任务 的 正确 的 秘诀 ， 从 一 开头 我 
就 拒 弧 了 充分 详细 地 哪怕 只 是 曾 述 本 课程 的 某 一 章 的 想法 ， 
而 只 限于 讲授 那些 原则 性 的 、 撮 要 的 、 罕 出 的 、 具 体 的 ， 而 
且 使 和 人 有 难忘 印象 的 发 展 . 我 更 多 地 讲 的 是 关于 目的 和 趋势 、 
关于 间 题 种 方法、 关于 基本 的 分 析 构 念 之 同 的 以 及 它们 与 应 


中 Tewnurnn 等 ,数学 分 析 教 得 3 ， 着 1 一 1 ， 国 家 技术 理论 文 
献 出 版 社 ，1944. 

党 “中 perelttoabtuy 秽 和 分 学 教程 9 卷 1 ， 国家 技术 理论 文献 出 版 
社 ，1947， 有 中 译本 一- 详 者 ， 
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用 之 闻 的 关系 ,而 不 是 个 别 的 定理 及 其 证 明 .. 我 不 怕 在 许多 
情况 下 把 不 具有 原则 意义 的 证 明细 万 (而 有 时 是 一 连 串 定理 
及 其 证 明 ) 抛 开 ， 而 让 我 的 学 员 去 看 教科 书 ， 但 是 要 是 为 并 
明 某 个 有 着 主 导 作用 、 原 则 意义 的 概念 、 方 法 或 者 思想 ， 我 
则 不 音 时 间 、 力 求 用 各 种 手段 ， 通 过 各 种 各 样 的 表述 ， 通 过 
直观 形象 等 等 尽 可 能 明和 白河 有效 地 把 这 些 基 本 的 内 容 溢 输 给 
我 的 学 员 ， 我 有 理由 认为 ， 在 有 了 这 种 修养 之 后 ， 他 们 每 一 
个 人 如 果 和 希望 或 第 要 更 深入 地 人 研究 数学 分 析 的 某 一 章节 时 ， 
已 经 能 够 独立 地 ,无 需 劳 人 帮助 地 首先 是 找到 他 所 和 需 的 材料 ， 
然后 能 够 进行 研究 ， 就 是 说 ， 就 可 以 吊 立 地 区 分 主要 和 的 和 次 
村 的 、 本 质 的 和 非 本 质 的 . 

我 间 个 列 学 员 或 一 组 学 员 的 许多 次 的 个 别 谈话 ， 以 及 同 
整个 课堂 的 一 系列 的 谈话 都 经 常 地 使 我 确信 ， 我 所 选择 的 道 
路 是 唯一 正确 的 道路 . 我 愿 傣 此 机 会 指出 : 很 大 的 一 个 课堂 ， 
满 满 的 都 是 本 课程 的 听众 ， 他 们 大 多 数 直到 课程 结束 都 没有 
退 遍 ， 这 是 以 最 好 的 方式 证 实 了 在 我 们 的 工程 病 中 是 多 人 么 广 
泛 地 存在 者 要 求 提高 自己 的 数学 知识 水 平 的 愿望 . 

这 一 本 书 与 我 刚刚 提 到 的 所 开 的 那 门 课程 ， 部 是 为 了 癌 
一 目的 ， 并 且 为 求 以 同样 的 方法 来 实现 它 ， 因 而 一 开始 就 应 
当 告 知 读者 ;他 在 这 里 找 不 到 大 学 的 分 析 教 程 的 多 少 完整 的 
表述 ， 或 者 哪怕 是 本 门 课程 个 别 选 定 章节 的 完整 表述 ， 作 者 
给 自己 提出 的 任务 仅 仪 是 给 出 数学 分 析 的 一 般 的 、 尽 可 能 容 
易 了 艇 和 记 亿 的 基本 思想 、 基 本 概念 和 基本 方法 的 概述 ， 这 
种 概述 对 任何 人 都 是 容易 阅读 和 掌握 的 ， 即 使 是 只 学 过 最 简 
单 的 数学 分 析 课 程 的 人 ， 而 且 一 旦 掌握 了 它 ， 就 能 使 读者 任 
意 地 、 独 立地 研究 本 课程 的 任何 一 部 分 、 任 何 一 章 的 所 有 旺 
节 . 
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刘 古 ， 我 敢 枉 相信， 国立 大 学 数学 系 的 许 寥 学 生 阅 庶 不 
书 也 能 带 来 实质 性 的 玻 益 ， 间 题 在 于 ， 矶 沦 是 教科 书 ， 也 无 
论 是 讲演 者 。 自然 地 要 受到 时 间 和 和 大纲 的 限制 ， 不 订 能 充分 
地 注意 原 风 癌 题 的 计 论 ， 朋 此 对 交 述 具体 问题 的 所 有 细 癌 必 
然 受 到 限制 。 然而， 谁 都 知道 ， 有 时 柚 开 树林 来 观察 森林 是 
多 么 有 好 处 、 我 硕 望 本 书 能 在 此 对 某 些 未 来 的 数学 家 ， 首 先 
是 着 手 研究 数学 分 析 的 人 有 所 帮助 . 


第 三 版 
第 一 服 
第 一 讲 


函数 的 级 
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连 续 统 


汐 什么 数学 分 析 必 须 从 研究 连续 统 开始 ? 一 -为 什么 没有 
完整 的 实数 理论 的 建立 是 不 能 研究 连续 统 的 ? 一 一 无 理 数 的 
构造 ， 一 一 连续 统 理 论 ，- 一 -基本 弛 理 . 


求人 秆 和 公 数 党 分析 俯 颇 从 证 充 过 时 蚁 开始 ? “变量 y 称 
为 变量 x 的 函数 ， 如 果 对 于 变量 x 的 每 一 个 值 ， 量 y 都 有 了 趴 
一 确定 的 值 与 之 对 应 . ”可 以 把 这 和 句 话 当 作 是 开户 高等 数学 领 
域 的 大 门 ， 钳 盈 于 这 人 名 话 我 们 可 以 定 交 最 重要 的 、 最 首要 的 
数学 分 析 概 念 一 一 函数 关系 概念 ， 在 此 概念 中 ， 已 经 莫 定 了 
借助 数学 工具 来 翁 握 自然 现象 和 技术 过 程 的 完整 思想 的 昔 
芽 . 这 就 是 为 什么 我 们 必须 毫 不 含糊 地 要 求 这 个 定义 有 完全 
的 、 无 可 指责 的 明确 性 ; 其 中 的 每 一 个 字 都 不 应 引起 一 点 怀 
疑 的 阴影 ， 在 此 ， 极 小 的 一 点 歧义 都 可 能 危及 所 构筑 的 整个 
庄严 的 大 厦 ， 这 个 大 居 是 科学 ， 它 就 是 以 此 概念 为 基础 建造 
起 来 的 ， 歧 义 会 使 得 这 座 大 厌 成 为 不 完善 的 ， 活 要 从 根本 上 
重建 . 

而 同时 我 人 开始 时 作 的 那个 简单 的 表述 ， 在 进一步 地 研 
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究 财 ， 在 许多 地 方 是 含义 不 明 的 并 且 容 许 不 同 的 解释 ， 我 们 
在 这 里 只 注意 这 种 不 清楚 的 地 方 之 一 ， 因 为 恰恰 是 试图 把 这 
一 点 的 内 容 最 后 弄 清楚 ， 把 我 们 紧 紧 地 绒 向 我 们 今天 的 讲义 
的 对 象 . 

我 们 的 定义 包含 了 这 样 的 字眼 : “对 量 x 的 每 一 个 值 ”， 
为 了 不 留 下 任何 含糊 之 处 ， 我 们 必须 无 条 件 地 要 求 给 大 家 解 
释 清楚 术语 “变量 的 值 ” 的 意义 ， 但 这 还 是 小 事 ， 在 我 们 的 
定义 中 说 到 的 是 “每 一 个 值 " 由 此 得 知 ; 要 想 充 分 了 解 这 个 
定义 ， 只 掌握 量 x 的 某 些 个 别 的 值 的 概念 是 不 够 的 ， 最 要 紧 
的 是 ， 我 们 应 当 完 全 精密 地 理解 这 些 值 的 整个 集合 ， 整 个 的 
“ 著 积 "， 这 些 值 中 的 任何 一 个 都 应 当 有 一 个 确定 的 量 y 的 值 
与 之 对 应 ， 我 们 应 当 了 解 在 数学 分 析 中 称 为 已 知 冰 数 的 “ 定 
义 域 ”的 ， 是 什么 东西 . 

什么 是 变量 的 个 别 的 值 ? 我 们 知道 ， 这 就 是 数 ， 如 果 是 
这 样 ， 则 所 有 这 些 值 的 集合 就 是 某 些 数 的 集合 
的 数 集 ， 这 个 集合 是 什么 样 的 ? 它 包 含有 什么 样 的 数 ? 我 们 
从 一 开始 就 排除 了 考虑 虚数 , 而 很 设 所 有 的 量 z 和 y 的 值 都 
是 实数 .那么 ， 所 有 的 实数 都 可 以 作为 量 z 的 值 吗 ? 如 果 不 
是 ， 那 么 什么 样 的 可 以 而 什么 样 的 不 可 以 呢 ? 

关于 所 有 这 一 切 在 我 们 的 定义 里 什么 也 没有 说 ， 而 这 是 
完 金 明白 的 ， 因 为 不 可 能 对 所 有 的 消 数 都 用 同一 方式 回 管 这 
个 癌 题 〔〈 而 实质 上 甚 硅 对 同一 个 函数 在 不 同 的 阿 题 中 也 不 
行 ). 汪 数 的 定义 域 既 取 决 于 该 函数 的 性 质 , 也 取决 于 那些 特 
定 的 问题 ， 正 是 为 了 解决 这 些 问 题 我 们 才 在 当前 的 研究 中 需 
要 这 个 少数 、 因 为 很 容易 明白 ， 同 一 个 函数 在 不 同 的 辣 题 中 
是 对 不 同 的 自 变量 值 进 行 研 究 的 ， 对 所 有 这 一 切 我 们 知道 许 
多 例子 ， 例 如 : 函数 y 二 z1 (至 少 在 初等 数学 范围 内 ) 只 对 
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正 整 数 rz 研究 才 有 意义 ; 函数 y= lg x 愉 对 xz 半 0 有 意义 ,等 
等 .可 以 容易 地 想 出 这 种 例子 ， 其 中 函数 的 自然 定义 域 会 是 
结构 十 分 复杂 的 数 集 ，, 

但 是 ， 如 果 我 们 自问 : 不 仅 在 数学 分 析 本 身 中 ， 而 且 在 
其 应 用 中 ,我 们 实际 上 最 常见 的 量 x 的 值 的 集合 是 什么 样 
的 ? 则 我 们 应 该 说 ， 在 绝 大 多 数 情 况 下 ， 闭 数 的 这 类 定义 域 
是 “区 间 ”( 闭 的 或 开 的 )， 即 介 于 两 个 已 知 数 之 间 的 所 有 实 
数 的 集合 (包含 或 者 除去 这 两 个 数 )， 有 时 这 个 区 闻 成 为 半 直 
线 (例如 ;> 0 )， 这 就 容 明 ， 量 x 的 值 的 集合 是 大 于 (或 
者 小 于 ) 某 个 数 的 所 有 实数 的 集合 《有 时 条 件 > 或 二 要 代 之 
以 条 件 演 或 者 委 ). 最 后 ， 还 有 这 样 的 情形 ， 即 区 间 变 成 为 整 
个 直线 ， 即 量 x 的 值 可 以 是 所 有 的 实数 这 时 则 说 函数 的 定 
义 域 是 整个 实 轴 或 者 “ 数 直线 ” 

无 论 如 何 ， 我 们 看 到 ， 对 于 数学 分 析 中 的 函数 而 言 ， 本 
数 在 其 上 发 展 且 展 示 其 个 别 的 特点 的 那个 域 、 那 个 场地 ， 巩 
数 在 其 中 才能 成 为 自然 科学 的 和 技术 的 强大 数学 武器 的 载 
体 ， 都 是 所 有 实数 的 集合 ， 这 个 集合 在 数学 中 被 称 为 连续 统 
(确切 此 说 是 线性 连续 统 )， 完 全 像 培育 植物 之 前 ， 必 须 仔 细 
地 研究 土壤 一 样 ,在 高 等 数学 中 我 们 期 望 热 心 人 依靠 科学 ,而 
不 是 只 靠 碰 运气 的 庄户 人 ， 在 以 函数 关系 概念 为 基础 建筑 这 
个 科学 的 整个 大 厦 之 前 ， 应 当 以 仔细 的 方式 研究 这 个 概念 束 
以 生存 和 发 展 的 载体 ， 这 就 是 为 什么 在 所 有 的 认真 地 科学 地 
编 成 的 数学 分 析 教 程 中 ， 连 续 统 都 是 第 一 个 研究 对 象 、 且 只 
有 当 其 本 质 以 及 性 质 被 充分 掌握 之 后 ， 才 可 能 转 而 进入 对 函 
数 关 系 概念 的 根本 的 研究 。， 而 连续 统 的 结构 并 不 像 我 们 初 看 
时 设想 的 那么 简单 .展现 在 我 们 眼前 的 实数 世界 是 一 个 复杂 
的 、 富 全 各 种 各 样 细节 的 结构 ， 对 它 作 全 面 的 研究 。 直到 现 
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在 还 不 能 认为 科学 已 经 完成 了 这 件 事 . 

萝 寺 在 渡 有 完 状 的 实数 理论 的 建立 是 不 载 研 窃 连 振 频 
的 ? ”这 样 一 来 ,连续 统 是 什么 样 的 ? 存在 着 什么 样 的 实数 ? 
何 时 以 及 为 什么 我 们 才 可 以 相信 已 经 实际 上 掌握 了 所 有 实数 
的 全 部 ? 

在 初等 代数 里 ， 我 们 党 握 了 全 部 有 理 数 的 集合 ， 即 所 有 
的 整数 和 分 数 ， 既 有 正 的 ， 耐 和 且 也 有 负 的 .但 很 快 地 我 们 就 
开始 注意 到 这 些 数 对 我 们 来 说 是 不 够 用 的 . 这 是 什么 意思 ?为 
什么 不 能 只 局 限于 有 理 数 呢 ? 我 们 不 能 这 样 做 是 因为 在 有 理 
数 中 没有 例如 2 这 个 数 , 即 找 不 到 平方 等 于 数 2 的 有 理 数 . 
而 为 什么 必须 有 这 样 的 数 呢 ? 因为 就 是 边 长 为 1 的 正方 形 的 
对 角 线 恰好 有 长 度 ~/2 ， 因 而 如 果 我 们 否定 了 这 个 数 的 存 
在 ， 则 我 们 对 几何 学 中 如 此 简单 地 产生 的 线段 的 长 度 ， 就 不 
能 以 任何 数 来 表达 了 ， 显 然 ， 在 这 样 的 基础 上 度量 几何 就 不 
可 能 得 到 发 展 , 这 就 是 说 ,~/ 2 应 当 在 实数 中 找到 其 位 置 . 但 
在 有 理 数 中 是 设 有 它 的 位 置 的 . 因此 我 们 称 该 数 为 无 理 数 . 但 
是 这 个 V2 绝对 不 会 只 满足 于 我 们 只 是 辫 认 它 的 存在 : 它 马 
上 就 会 开始 要 求 ， 首 先 在 有 理 数 中 则 给 它 找到 完全 确定 的 位 
置 ， 即 准确 地 指出 什么 样 的 有 理 数 小 于 它 以 及 什么 样 的 有 理 
数 大 于 它 ( 例 如 ~M2 > 1 一 一 正方 形 的 对 角 线 大 于 其 边 ). 其 
次 , 它 要 求 我 们 要 学 会 对 它 进行 运算 , 就 像 对 有 理 数 一 样 , 还 
要 与 有 理 数 的 运算 相 容 (例如; 正方 形 的 边 与 对 角 线 的 和 等 
于 1 十 2, 这 要 求 我 们 对 这 个 数 也 赋予 意义 ， 即 把 它 归并 
人 实数 集合 之 中 ). 新 数 的 所 有 这 些 要 求 都 完全 是 根本 性 的 并 
且 是 合理 的 ， 而 且 如 果 我 们 目前 还 不 回答 这 些 问 题 ， 则 这 只 
是 因为 我 们 马上 还 要 引信 另外 的 许多 新 数 进 人 到 我 们 的 领 
碱 ， 它 们 全 部 都 毫 无 例外 地 将 对 我 们 提出 这 样 的 要 求 ， 所 以 
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最 简单 的 办 法 是 在 今后 同时 满足 所 有 这 些 新 数 的 要 求 ， 而 不 
对 每 一 个 数 个 别 地 处 理 其 细节 . 

在 MZ 以 后 ， 我 们 的 领域 中 自然 的 生 是 不 可 避免 的 要 包 
含 所 有 的 有 理 数 的 平方 根 {正和 的 和 负 的 ), 然后 是 立方 很 以 及 
一 般 的 所 有 撒 如 

7 《TI 
的 数 , 其 中 > 是 任意 的 正 有 理 数 , 而 ”是 任意 的 一 个 之 2 的 整 
数 ， 但 如 众所周知 ， 事 情 还 不 只 这 些 ， 像 前 面 作出 正方 形 的 
对 角 线 的 削 示 一 样 ， 还 有 许多 具体 的 问题 要 求 我 们 在 一 系列 
情况 下 把 全 部 代数 方程 的 根 作为 新 的 数 ， 只 要 已 知 方程 在 我 
们 已 经 引进 的 数 中 没有 根 ， 就 会 发 生 这 样 的 情况 ， 因 为 我 们 
又 不 能 否认 这 些 根 存在 ， 不 能 剥夺 某 些 完全 具体 确定 的 量具 
有 数 的 特征 . 

让 我 们 在 此 方向 上 进行 到 底 . 我 们 称 形 如 Piry = 0 的 方 
程 的 所 有 根 ( 实 的 ) 为 代数 数 , 其 中 的 P(x) 为 带 整 系数 的 任 
意 的 多 项 式 , 并 且 把 所 有 的 实 的 代数 数 都 引入 我 们 的 领域 , 特 
别 地 ， 我 们 因而 把 所 有 形 如 (1) 的 数 引 A 了 我 们 的 领域 ， 伍 
为 数 r 可 定义 为 方程 gx" 一方 一 0 的 根 ， 其 中 性 一 上 是 有 理 
教 - 的 通常 的 分 数 表示 . 作为 更 为 特殊 的 情况 是 任何 有 理 数 
一 二 作为 方程 gx 一 户 一 0 的 根 也 应 局 于 代数 数 的 集合 之 
中 . 

可 以 很 容易 将 代数 数 的 整个 领域 进行 所 谓 * 排 序 ", 即 指 
明 一 个 法 则 ,使 得 对 任意 两 个 代数 数 都 能 确定 谁 大 谁 小 ;稍微 
困难 ,但 还 不 太 复杂 的 是 ,确定 一 个 法 则 对 这 些 数 进行 任何 通 
常 的 代数 运算 ,使 得 这 些 运 算 的 结果 始终 仍然 是 代数 数 , 因此 
一 一 这 是 很 重要 的 关键 一 对 代数 数 进行 代数 运算 永远 只 


会 得 出 代数 数 ,而 不 带 要 引入 什么 新 的 数 了 ， 

也 许 我 们 能 够 现在 斌 信 下 来 ,认为 实数 域 的 愧 造 完成 了 
并 且 因 此 把 所 有 的 代数 数 的 集合 当 作 连续 统 ? 

众所周知 ， 我 们 不 能 这 样 艇 ， 并 且 也 熟知 为 什么 不 能 这 
样 敌 ， 如 果 对 于 至 今 为 直 许 多 代数 理论 而 育 可 以 满足 于 我 们 
所 构造 的 数 的 话 ， 则 恰恰 是 对 于 分 析 而 言 ， 限 于 代数 数 是 完 
全 不 行 的 、 问 题 在 于 :数学 分 析 的 第 一 步 就 要 对 于 初等 代数 
运算 添加 基本 的 且 是 最 重要 的 分 析 运 算 一 一 极限 过 程 . 有 很 
多 情形 ， 有 完全 具体 的 理由 迫使 我 们 去 了 解 这 个 或 那个 数 序 
列 极限 的 和 存在， 况且 ， 这 个 极限 显现 在 我 们 面前 是 作为 有 着 
具体 的 且 是 现实 的 意义 的 数 ， 而 且 在 今后 我 们 还 期 望 对 它 进 
行 代数 运算 和 分析 运 算 . 如 果 和 事情 是 这 样 的 ， 任 何 我 们 认为 
应 当 具 有 确定 的 极限 的 代数 数 序列 ， 其 极限 实际 上 同样 存在 
于 代数 数 的 范围 之 内 ， 则 就 可 以 假设 代数 数 这 个 范围 也 就 是 
连续 统 , 除 代数 数 之 外 , 数学 分 析 不 再 需要 任何 其 他 的 实数 . 

但 事情 并 非 这 个 样子 , 如 果 我 们 取 一 个 半径 为 1 的 圆 ,并 
且 作 出 其 内 接 正 多 边 形 ， 匹 限 地 增 却 其 过 数 ， 则 所 有 这 些 多 
边 形 的 周 长 都 可 以 由 代数 数 表示 ， 这 个 数 序列 的 极限 我 们 称 
之 为 贺 阅 长 . 否认 这 个 极限 存在 就 意味 着 几何 学 中 不 准 说 到 
圆周 的 长 麻 , 你 们 容易 想象 得 出 , 这 种 禁令 不 仅 使 几何 学 , 而 
且 使 所 有 其 他 用 到 兽 形 的 精确 科学 都 会 月 汝 . 

与 此 同时 , 可 以 证 明 , 在 代数 数 中 是 没有 这 个 极 眼 的 . 摆 
脱 这 种 情形 的 出 路 在 郡 里 ? 出 路 很 明白 . 我 们 不 得 不 承认 ,对 
于 数学 分 析 击 言 只 有 一 种 代数 数 是 不 够 的 ， 必 须 再 给 它 添加 
新 的 实数 ， 所 有 这 些 非 代 数 数 的 实数 通常 称 为 “超越 数 ”. 我 
们 上 面 构造 的 数 (半径 为 1 的 加 的 周 长 ) 表示 成 3r， 则 是 说 
"是 一 个 超越 数 ， 在 分 析 中 另 一 个 重要 的 超越 数 的 例子 是 熟 
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节 的 数 c 二 2. 718…， 瑟 如 你 们 了 解 的 那样 ， 它 也 是 从 有 型 数 
出 发 由 简单 的 村 也 过 程 产 生 的 ，c 和 的 超越 性 是 祖 晚 才 被 
证 明了 的 , 是 在 19 捞 纪 的 后 半 叶 . 但 是 引进 超越 数 的 必 疤 性 
是 较 早 -一 些 就 被 指出 了 的 , 是 在 19 渤 纪 的 中 时 , 是 在 男 一 些 
蝎 简 单 的 尽管 不 太 重 要 的 例子 中 给 出 的 〈 由 法 国 数学 家 Li- 
ouvilie 作出 ). 

这 样 ， 我 们 的 连 匀 统 仍然 还 没有 建成 ， 继 续 下 去 ， 我 们 
应 当年 样 若 呢 ? 我 们 能 否 停 留 于 此 并 且 这 样 说 : “连续 统 就 是 
所 有 的 代数 数 的 全 体 ， 再 加 上 “根据 需要 ， 把 从 代数 数 通过 
极限 过 程 得 出 的 但 其 本 身 丸 不 是 代数 数 的 数 { 像 e 和 Fr) 添加 
进去 《作为 超越 数 )}?” 我 们 提出 这 个 问题 是 因为 大 多 数 “ 简 
易 的 ”数学 分 析 教 程 正 是 以 此 为 基础 编写 的 当然， 通常 没 
有 明说 ) 而 回避 了 血 述 完整 的 无 理 数 理论 . 

不 ， 当 然 木 能 这 样 说 ， 也 不 能 停食 在 我 们 现在 所 在 的 地 
方 ， 对 此 有 一 系列 简单 的 、 有 说 服 力 的 原因 ， 首 先 ， 作 为 所 
有 实数 的 总 体 的 连续 统 应 当 定 头 为 基 个 固定 的 集合 (例如 ; 按 
照 上 面 作 出 的 定 交 所 有 的 代数 数 的 集合 的 模式 }, 而 不 留 干 以 
后 再 给 它 举 加 越 来 越 新 的 数 的 可 能 性 ， 其次， 在 我 们 初步 的 
定义 中 字眼 “根据 需要 ”这 个 说 法 显然 缺少 准确 的 内 容 ， 如 
果 我 们 有 一 个 没有 代数 极限 的 代数 数 的 序列 ， 或 者 认为 它 有 
超越 极限 或 者 为 它 完全 没有 极限 ， 从 形式 的 观点 来 看 ， 现 在 
我 们 有 权 和 任意 地 回答 这 个 问题 ， 划 果 不 是 从 形式 的 考 上 起 ， 而 
是 按照 具体 的 现实 的 考虑 来 选取 这 个 或 那个 解答 ,这 种 作法 ， 
无 论 它 们 多 么 必要 ， 在 数学 定义 中 都 是 不 能 容许 的 ， 拒 绝 数 
x 的 存在 , 在 目前 这 是 极为 不 利 的 . 但 在 其 他 的 情况 下 作 类 做 
的 再 认可 能 不 会 带 来 任何 不 便 ， 但 是 ， 显 然 地 ， 那 个 使 我 们 | 
“每 当 设 有 它 就 进行 不 下 去 ”时 就 引 人 超 越 数 的 准则 不 论 怎么 
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说 都 不 能 成 为 数学 准则 ， 最 后 ， 从 酸 里 也 不 能 得 出 ， 我 们 可 
以 满足 于 以 这 样 的 途径 引信 的 数 . 因为 新 的 数 还 得 进行 加 法 、 
乘法 ， 进 行 极限 过 程 〈 对 数学 分 析 来 说 不 允许 对 这 些 数 进行 
这 些 运算 是 什么 也 不 能 做 的 )， 由 何 处 我 们 能 够 确信 , 所 有 的 

运算 结果 都 将 是 我 们 的 连续 统 的 实数 ?9 而 如 果 不 乱 ， 则 又 要 
补充 它们 ， 可 见 我 们 的 连续 统 还 没有 包含 所 有 的 实数 . 

四 而 我 们 看 到 ， 我 位 所持 的 立场 是 不 能 坚持 的 ， 在 作出 
一 个 或 两 个 超越 数 作 例子 ,然后 就 说 如 此 “等 等 ”, 这 样 是 不 
行 的 ， 因 为 我 们 出 刚 已 经 看 到 ， 我 们 这 样 并 没有 定义 任何 连 
续 统 . 

因而 我 们 看 到 要 对 数学 分 析 作 完全 的 论证 ， 就 不 可 和 避免 
地 要 建立 实数 的 一 般 理论 ， 这 理论 不 能 限于 构造 一 些 新 数 来 
作为 例子 ， 而 要 包含 这 种 构造 方法 的 一 般 原则 ， 按 此 原则 可 
以 刻画 出 所 有 实数 的 集合 . 

无 理 数 的 构造 ， 在 科学 中 有 几 个 不 同 的 连续 统 理论 .但 
是 所 有 这 些 理论 一 -牢记 这 一 点 是 很 重要 的 一 一 在 处 理 自己 
的 问题 时 在 思想 方面 是 完全 一 样 的 ， 与 这 些 原则 性 的 统一 比 
较 起 来 ， 对 待 它们 之 癌 的 差别 应 当 像 我 们 在 审查 建筑 物 的 建 
筑 设计 时 看 待 结构 的 细节 一 样 . 

”所 有 这 些 理论 都 把 有 理 数 集合 作为 最 初 的 数据 而 用 统一 
的 构造 原则 从 中 得 到 所 有 实数 的 整个 集合 ， 这 个 原则 的 形式 
在 各 种 理论 中 是 不 同 的 ， 但 是 这 些 理论 之 间 的 相似 之 处 还 远 
不 止 于 我 们 所 已 指出 的 那些 ， 问 题 在 于 : 选择 一 种 构造 原则 
以 构造 新 的 无 理 数 ， 在 所 有 的 理论 中 ， 尽 管 存在 着 本 质 上 的 
形式 上 的 区 别 ， 基 础 都 是 同一 个 思想 ， 这 个 思想 就 是 ， 在 构 
造 新 数 时 , 基本 解析 运算 极限 过 程 起 了 首要 的 、 主导 的 作用 ， 
所 遇 到 的 种 种 方法 , 都 可 归结 为 它 , 而 可 看 作 它 的 特 诛 情 形 . 
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你 们 知道 ， 即 使 是 整数 的 平方 根 也 是 适当 选择 的 有 理 数 序列 
《“ 近 和 似 根 ”) 的 极限 ， 在 另外 的 情形 下 也 是 这 样 的 , 

.根据 上 述 ， 为 了 更 具体 地 认识 连续 统 理论 的 构造 ， 没 有 
必要 在 组 节 上 去 研究 所 有 这 些 不 同 的 论证 方法 ， 而 加 其 中 的 
一 个 作为 模型 就 完全 散 了 .我 们 在 这 里 将 要 看 到 的 所 有 原则 
上 重要 的 东西 对 其 他 理论 都 是 网 样 的 ， 我 们 今后 将 选择 
Dedekind 理论 并 不 是 因为 它 有 村 人 么 它 对 其 他 理论 本 质 上 的 
优越 性 ， 而 只 是 一 种 纯粹 外 在 的 理由 ， 占 压倒 多 数 的 最 通用 
的 教科 书 都 采用 它 ， 因而 对 读者 来 说 不 难 导 找 帮 助 ， 读 者 在 
那些 书 里 能 够 了 解 我 们 的 表述 中 尘 掉 的 细节 ， 

“… 1. 在 着 手 引 人 无 理 数 之 意 , 我 们 应 当 比 较 仔细 地 观察 一 
下 我 们 以 R 来 表示 的 有 理 数 的 集合 ,首先 我 们 来 注意 该 集合 
的 一 个 很 初等 的 性 质 ,在 任何 两 个 有 理 数 7 和 之 间 总 可 以 


| 


和 


永远 是 位 于 ”和 之 间 的 有 理 数 ,就 可 以 明白 这 一 一 点 作为 
这 一 事实 的 推论 ,我 们 对 它 重 复 应 用 蕊 土 就 得 出 : 在 x 和 ， 
之 间 始 终 包 售 有 有 理 数 的 无 穷 集合 . 

2， 现 在 我 们 注意 观察 在 我 们 试图 寻找 或 者 定义 <、w 2 时 
产生 更 那 种 情况 (我 们 取 的 是 正 根 }， 我 们 首先 在 有 理 数 中 
《对 我 们 来 说 任何 其 他 的 数 暂 时 还 不 存在 ) 找 这 样 的 数 , 它 的 
平方 等 于 数 2， 且 容易 发 现 , 这 种 《有理 ) 数 不 存 在 (我 们 在 
这 里 将 不 进行 中 学 教程 中 对 此 一 事实 的 熟知 的 算术 证 明 }. 这 
就 表明 :; 无 论 我 们 选择 什么 样 的 有 理 数 r, 我们 都 将 有 7” < 2， 
或 者 r? 守 > 2. 我 们 首先 只 研究 正 有 理 数 的 情形 , 按照 出 刚 研究 
的 法 则 它们 自然 地 分 成 两 类 ， 这样 的 正 存 理 数 mr 所 成 的 A 
类 ， 其 中 让 :< 之 2, 以 及 这 样 的 正 有 理 数 x 所 成 的 B8 类， 对 于 
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它 有 rs’ > 2， 因 为 zi 和 7; 都 是 正 数 ， 风 从 ri? 过 2 <r 得 出 
nm 之 9, 即 4 业 的 每 一 个 数 帮 小 于 8 类 的 每 -个 数 . 现在 很 
明显 的 有 是， 如 果 我 们 把 鹤 和 一 切 负 (有 理 ) 数 都 归 人 4 类 ， 则 
上 述 结 论 中 不 会 改变 ， 此 时 我 们 将 得 到 将 整个 集合 只 分 为 4 
和 B 黄 类 的 一 个 分 割 , 间 时 4 类 的 每 一 个 数 都 小 于 B 类 的 每 
一 个 数 ， 我 们 约定 ， 若 将 集合 玉 分 成 两 个 非 空 的 类 C4， 
号 )， 而 使 A 奖 中 的 每 一 个 数 都 小 于 B 类 中 的 任意 数 , 就 称 它 
是 一 个 分 割 〈 确 切 地 说 是 集合 只 的 分 划 ). 我 们 因此 也 得 到 了 
集合 民 的 某 个 确定 的 分 割 . 

我 们 可 以 用 种 种 不 同 的 ， 都 是 完全 初等 的 方法 来 建立 集 
合 的 分 割 例如 : 把 所 有 的 有 理 数 7 志 5 归 人 及 类 , 而 把 
所 有 的 有 理 数 x, > 5 归 入 B 类, 我们 很 显然 地 得 出 集合 R 的 
一 个 确定 的 分 割 , 如 果 以 通常 的 方式 用 直线 上 的 点 来 表示 数 ， 
则 所 有 的 分 割 很 显然 地 都 可 以 用 直线 上 的 点 分 成 两 个 集合 的 
某 个 《< 有理数 的 ) 分 划 表 出 ， 这 两 个 集合 中 的 第 一 个 《4) 整 
个 地 位 于 第 二 个 集合 CB} 的 左边 . 

初 看 起 来 可 能 会 认为 , 集合 ER 的 所 有 分 审 对 我 们 来 说 都 
有 同样 的 图 像 ， 两 个 不 局 的 分 割 彼此 间 药 区 别 只 在 于 作出 它 
们 的 位 置 ,因而 其 中 之 一 可 以 通过 简单 的 移动 而 变 为 另 一 
极为 重要 的 是 .这 种 看 法 是 错误 的 . 分割 的 本 身 结构 上 可 能 
有 着 深刻 的 ‘ 且 对 于 我 们 的 昌 的 来 说 是 有 重大 价值 的 } 兰 别 . 

实际 上 , 在 后 一 个 例子 中 , 存在 着 一 个 数 ( 即 有 理 数 , 我 
们 暂时 还 没有 任何 其 他 的 数 )， 该 数 具 有 这 样 一 条 重要 的 性 
质 ， 使 得 所 有 小 于 它 的 数 都 属于 4 类 , 而 所 有 大 于 它 的 数 都 
属于 B 类 . 在 我 们 的 例子 中 很 明显 的 这 个 数 是 数 5. 具有 这 个 


由 即 每 一 个 类 中 至 少 包 含有 一 个 数 . 
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性 质 的 数 我 们 将 称 之 汐 已 知 分 割 的 界限 ， 因 而 在 后 一 例 中 所 
做 出 的 分 割 有 界限 . 

相反 好， 在 第 一 个 ?相关 的 ) 例 中 这 料 的 浴 限 是 
没有 的 . 我 们 来 证 明 这 一 

设 (有 理 ) 数 / 是 界限 . 网 对 任何 (有 理 ， 数 ， 我们 应 当 有 
或 省 7 二 2, 或 者 x 半 2， 为 确定 起 见 , 设 王 天 2 按照 界限 
的 性 质 对 每 一 个 ” 半 了 我 们 应 有 > 2 如果 7 过 1， 则 设 
"' 二 1, 我 们 已 经 得 到 了 站 导 .而 如 果 7 宇 1, 则 rr? 汪 r， 记 


2 一 ”一 c (> 90) 且 令 " 一 了 十 二 ,我 们 有 
让 = 十 党 十 生计 学 十 千 =2 一 让 oz， 

又 得 到 韦 盾 , 因为 x' 汗 r, 从 而 应 有 x > 2. 

这 样 一 来 ， 集合 RR 的 所 有 分 割 分 为 两 个 类 型 有 界限 的 
和 没有 界限 的 . 在 这 里 需要 指出 ， 

a) 一 个 分 割 不 可 能 有 两 个 界限 ,因为 如 果 x 和 和 x' 是 这 样 
的 界限 且 若 "< ， 则 由 第 1 段 存在 着 这 样 的 数 ;"， 后 得 ;< 
<<". 但 此 时 根据 界限 的 和 性质 从 汗 了 得 出 r"E BDC, 而 从 
"之 7 得 出 r" EE A, 这 就 造成 矛盾 . 

b) 界 跟 如果 仓 在 ,很 显然 地 ,或 者 是 4 类 中 的 最 大 的 数 ， 
或 者 是 8 类 中 的 最 小 的 数 . 如 果 界 跟 不 存在 , 则 4 类 中 既 没 
有 最 大 数 ， 互 类 中 了 地 没有 最 小 数 ， 

c) 每 一 个 (有 理 ) 数 + 都 是 两 个 不 同 分 制 的 界限 . 其 中 一 
个 的 4 类 由 数 r 委 构成 (而 号 类 则 由 数 m>>ro 梅 成 )， 于 另 
一 个 中 的 4 类 则 由 数 ”< 构成 (而 百 贡 网 由 数字 ro 构成 ). 


DD 记 号 asE 邓 表示 4 是 集合 4 的 元 素 . 
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d) 集合 民 的 任何 分 着 集 者 分 成 两 种 类 型 一 一 有 界限 的 
和 和 没有 界限 的 , 很 显然 地 ， 这 是 集合 R 的 内 部 结构 特点 | 这 
样 一 件 事 实 总 是 完全 成 立 的 ， 这 里 我 们 只 用 到 RR 中 的 数 是 有 
理 数 ， 而 不 必用 到 任何 其 他 性 质 . 

3. 现在 已 经 有 数 ~/ 2 的 例子 直接 早 示 我 们 以 后 的 行动 
方式 ， 和 情况 很 贿 卢 ， 从 直观 方面 看 ， 我 们 面前 观察 到 的 是 数 
直线 、 实 轴 ， 我 们 在 其 上 确定 的 位 置 将 其 进行 了 分 划 ， 而 在 
分 划 的 位 置 ， 我 们 找到 了 不 与 任何 有 理 数 对 应 的 点 .我 们 不 
能 拒绝 考虑 该 点 的 存在 . 没有 它 则 我 们 的 直线 , 即 连 续 统 , 即 
空 量 在 变化 时 谢 历 的 数 的 集合 ,就 失去 了 其 连续 性 、 致密 性 ， 
说 连续 统 正 是 由 此 特征 丽 得 其 名 的 ， 说 得 深刻 一 些 ， 我 们 直 
接 看 出 ， 如 果 我 们 使 变 报 在 变化 时 兵 取 有 理 值 ， 网 其 从 一 个 
值 变 为 男 一 个 值 时 就 不 得 不 经 过 张 开 着 口 的 空 润 。 从 实际 方 
面 来 诽 ， 正 如 我 们 以 前 关于 这 点 斯 讲 过 的 那样 ， 如 时 我 们 容 
起 在 我 个 的 酚 个 类 之 间 什 人 么 样 的 界 四 都 不 存在 ， 所 有 的 应 用 
科学 〈 且 首先 是 几何 学 ) 必 将 感受 极 大 的 不 便 ， 因 此 ， 不 仅 
我 们 的 直观 表示 要 求 ， 面 且 所 有 的 实际 方面 的 情形 也 要 求 我 
们 要 把 新 的 ~ 2 引进 到 我 们 的 数 域 由 来 ， 该 数 按照 定义 是 我 
但 的 分 项 的 界限 县 我 们 称 之 为 无 理 数 . 

但 是 我 们 所 选择 的 分 割 同 那 种 没有 (有 理 ) 界 限 的 集合 R 
的 任何 其 他 分 市 在 原则 上 没有 尾 何 不 同 ， 在 一 般 理论 的 构造 
次 序 中 我 们 因此 自然 地 把 我 们 的 定义 推广 到 任何 这 类 分 宕 的 
情形 . 对 于 集会 民 的 每 一 个 没有 有 有 理 界 限 的 分 割 ， 我 们 都 提 
出 某 个 新 的 无 理 数 与 之 相应 ， 并且 定 义 这 个 无 再 数 就 是 分 制 
的 界限 . 

因而 ， 借 其 于 这 个 统一 的 原则 我 们 马上 确定 了 整个 无 理 
数 的 集合 、 连 同 早已 存在 的 有 理 数 一 起 ， 它 们 就 构成 了 所 有 
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实数 的 集合 或 者 连续 统 ， 现 在 连续 统 已 是 完全 确定 的 了 . 

加 条 免 理 败 . ”但 是 ， 连 续 统 理论 当然 不 会 因为 我 们 引 
进 了 构造 无 理 数 的 原则 就 算是 完成 了 ， 相 反 地 ， 实 和 质 上 它 证 
只 能 算是 开始 ， 在 我 们 能 够 说 连续 统 理论 实际 上 已 经 完善 之 
前 , 我 们 还 必须 要 微 的 工作 的 计划 还 是 极为 宽广 的 . 首先 , 我 
们 应 当 对 我 们 的 连续 统 进行 排序 ， 邵 准确 地 确定 在 什么 样 的 
条 件 下 我 们 可 以 把 一 个 已 知 的 实数 当 作 是 大 于 或 者 小 于 另 一 
个 已 知 的 实数 ， 其次， 我 们 还 要 对 实数 定义 其 运算 .因为 至 
今 为 止 我 们 对 数 1 和 2 相 加 是 什么 还 一 无 所 知 、 再 次 我 们 
还 要 仔细 地 证 明 这 些 运 算 有 共有 我 们 在 有 理 数 域 中 所 习惯 的 那 
些 全 部 的 性 质 ， 例 恕 ， 和 与 加 法 的 次 序 无 闫 《加 法 的 交换 
律 ) 是 我 们 应 当 重 新 对 任意 实数 加 以 证 骨 的 定理 ， 最 后 ， 我 
们 应 当 找 到 方法 来 证 明 : 我 们 定义 的 连续 统 确 已 适应 子 所 有 
实际 上 的 和 直观 表示 的 需要 ， 它 也 正 是 为 满足 这 些 需 要 而 建 
立 的 . .当然 ， 在 我 们 讲义 的 范围 内 要 讲 清 此 计划 的 各 个 细节 
是 完全 不 可 能 的 .这 也 是 级 其 社 燥 的 ;我们 在 今后 只 涉及 该 
计划 的 某 些 原 则 上 最 重要 的 内 容 . 

首先 ， 很 容易 对 我 们 的 连续 统 进行 排序 ， 设 我 们 有 酋 个 
实数 和 。， 需 要 确定 其 中 哪个 大 ， 哪 个 小 ， 如 果 两 个 数 都 
是 有 理 数 ， 则 这 个 问题 在 算术 中 已 经 解决 ， 于 是 我 们 在 这 里 
就 不 再 去 讲 它 ,如果 说 上 是 无 理 数 , 而 us 是 有 理 数 , 则 问题 
也 马上 得 到 解决 : a 是 集合 尺 的 某 个 分 寡 的 界限 ， 根 据 异 限 
的 定义 本 身 我 们 说 x < 过 a 或 者 > a 取决 于 有 理 数 m 属于 
此 分 割 的 .4 类 或 B 类 . 最 后 , 设 数 m 和 as 是 两 个 无 理 数 . 因 
为 这 两 个 数 互 不 相同 ， 则 以 它们 为 界限 的 那 两 个 分 割 也 互 不 
相同 . 特别 地 , 这 两 个 分 割 的 左边 的 类 4, 和 4, 也 互 不 相同 . 
这 就 表明 在 这 些 集合 中 的 茜 一 个 ， 例 如 在 4, 中 何以 找到 这 
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样 一 个 有 有 理 数 r 是 在 A, 中 所 没有 的 ， 从 7 所 vs 得 出 7 之 如， 
从 抱 44 生得 出 >E 号 :多 而 有 > 人 om、 所 以 存在 着 这 样 的 有 
理 数 ”~, 使 得 a, cr<w 站 这 种 情 识 下 我 们 约定 认为 和 < 二 加 
如 有 果 相 反 地 得 到 了 这 样 的 x， 使 得 &@ 之 7 之 a 则 我 们 将 认 
为 之 训 ， 因为 我 们 现在 已 经 于 明了， 两 种 情形 之 一 一 定 应 
当成 立 ， 因 此 我 们 对 连续 统 的 排序 得 以 完成 . 

然而 ， 以 圭 只 是 完成 了 定义 ， 其 性 质 还 必须 证 明 . 应 当 
证 明 a < os 与 > a; 是 不 相 容 的 ; 从 志和 妇 得 出 所 a， 
反之 亦 成 立 ; 最 后 ,从 a 二 及 过 a 排 得 a yy. 总 
而 育 之 ， 实 数 之 闻 的 不 等 式 服从 于 有 理 数 间 的 不 等 式 的 同样 
基本 规律 ， 你 们 自己 容易 证 明 所 有 这 些 命题 . 

顺便 说 一 下 ， 我 们 上 面 所 作 的 讨论 表明 ， 在 任何 两 个 无 
理 数 之 间 总 可 以 找到 一 个 有 理 数 ; 我 们 知道 ， 如 果 两 个 已 知 
数 是 有 理 数 , 这 仍然 是 成 立 的 . 现在 设 数 ; 是 有 理 数 , 数 a 是 
无 理 数 ， 且 为 确定 起 见 设 r < a 我们 来 证 明 此 时 在 +r 和 a 之 
间 能 够 找到 有 理 数 . 数 a 是 集合 R 的 分 家 (4,B) 的 界限 ， 同 
时 只 rz 过 a 推 得 x E 4. 但 在 有 无 理 歼 界限 的 分 割 里 4A 类 不 含 
最 友 数 ， 因 此 存在 有 理 数 1! 省 x, 它 像 > 一 样 属于 和 4 类 且 因 而 
小 于 a， 因 而 rr 二 rr < 二 这 也 有 即 是 要 证 骨 的 . - 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 ， 在 两 个 任意 的 实数 之 间 都 可 以 找 
到 一 个 有 理 数 ， 当 然 ， 也 就 可 以 找到 无 窃 多 个 有 理 数 ， 和 集合 
R 的 这 个 重要 的 性 质 遂 常 就 说 是 ,RR 基 处 处 稠密 的 (在 连续 统 
中 ). 容易 证 明 , 无 理 数 集合 也 是 色 处 称 密 的 .为 了 司 到 这 一 
点 最 简单 的 是 ; 研究 所 有 形 如 x ~v 2 的 数 的 集合 , 其 中 + 是 任 
意 的 有 理 数 ， 所 有 这 样 的 数 都 是 无 理 数 ， 只 要 它们 就 已 构成 


他 记号 aEN 农 示 ; a 不 是 集合 Mf 的 元 率 . 
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了 处 处 稠密 的 集合 . 然而 , 严格 地 说 , 表达 式 ; ~ 2 只 有 在 对 
实数 定义 了 运算 之 后 才能 得 到 确切 的 意义 我们 现在 转 到 这 
一 点 上 来 ， 

我 们 没有 可 能 来 研究 这 个 问题 的 所 有 细节 ， 而 要 想 弄 清 
该 定义 的 思想 的 名 个 方面 ， 只 要 详细 分 析 一 个 俩 子 ， 对 我 们 
来 说 就 是 够 了 . 设 a 和 是 两 个 实数 旦 设 我 们 想 要 定义 它们 
的 和 a 二 ws. 数 m 和 a 无论 是 有 理 数 或 者 是 无 理 数 , 在 在 何 
情况 下 它们 两 个 都 是 集合 R 的 某 个 分 割 的 界限 . 我 们 分 别 以 
{A151) 和 (As, Be) 来 表示 这 些 分 割 . 其 次 ， 设 ai, 折 | ‘a2rbs 表 
示 属 于 相应 的 集合 41,B.,A;,B; 的 任意 的 数 . 很 显然 地 ， 所 
有 形 如 a 十 az 的 有 理 数 都 小 于 任何 形 如 六 十 疡 的 有 理 数 ,我 
们 现在 来 证 骨 这 样 的 实数 e 的 存在 性 与 唯一 性 ,使 得 对 任意 
的 经 17@2 +h :Ds 当然 属于 相应 的 集合 ) 都 有 

人 1 十 9s 寺 立 和 二 十 By 
我 们 就 自然 地 将 这 个 数 a 定义 为 数 和 m 的 和 ,这 样 就 在 一 
切 情况 下 确定 了 和 的 存在 性 和 唯一 性 ， 

我 们 来 研究 以 下 述 方式 定义 的 集合 R 的 分 荐 (4,B)， 
如 果 有 理 数 x 小 于 所 有 形 如 所 十 的 数 , 我 们 将 把 它 归 人 4 
枯 ， 相 反 的 则 归 入 B 类 (你 们 很 容易 证 明 ， 集合 R 的 这 样 定 
义 的 分 割 实 际 上 是 分 割 )， 该 分 割 的 界限 我 们 表 之 以 a。 很 显 
然 地 ， 所 有 的 形 如 a 十 az 的 数 启 于 4 类 ,而 所 有 形 如 厂 十 
bs 的 数 属于 8 类 ， 因此 

ci 十 ez 和 4 去 站 十 下 《2 
即 数 a 实际 上 满足 所 提 的 条 件 . 我 们 余 于 的 是 确定 其 唯一 性 . 

为 此 上 县 的 我 们 先 来 证 明 ， 数 。 和 和 十 我 们 可 以 这 样 选择 ， 
使 得 其 差 包 一 ai 为 任意 小 ， 实 际 土 , 设 a 是 4, 类 中 的 任意 
的 有 理 数 县 * 为 任意 小 的 正 有 理 数 .在 有 理 数 序列 
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qa: die a2es ry RE 
中 第 一 项 属于 4; 类 ， 其 后 ， 一 般 说 来 还 有 一 些 项 也 属于 4 
类 , 得 从 某 个 位 置 起 所 有 后 面 钓 项 都 将 属于 B, 类 , 因为 a 十 
nc 随 着 的 增加 在 无 银 增 加 . 因此 可 以 找到 这 样 一 个 整数 上 ， 
使 得 
a 二 k= A dt l= 人 tt Bi; 

由 此 得 千 差 5 一 ai 二 :是 任意 地 小 、 因 此 我 们 的 命题 得 证 . 
由 于 同样 的 理由 ， 数 as,5; 之 莽 , 还 有 a 十 41 十 如 之 闫 也 
可 以 选择 为 任意 地 小 

现在 设 { 还 不 知道 这 是 否 可 能 } 存在 着 两 个 实数 < 和 a 满 
是 任何 不 等 式 (2}， 且 为 确定 起 见 设 有 «< .正如 我 们 了 解 
的 那样 , 存在 着 这 样 一 对 有 理 数 ",”， 使 得 

< 

这 些 关 系 连 同 不等式 (32) 一 起 表明 ， 任何 形 如 A1 十 as 的 数 与 
任意 的 形 如 十 5 的 数 之 间 的 距离 必定 超过 一 个 常数 yy 一 x. 
这 很 显然 地 与 我 们 刚刚 得 出 的 结果 相 了 矛盾 因而 数 a 的 唯一 
性 得 证 ， 

我 们 所 做 的 如 法 的 定义 ， 按 其 形式 讲 可 以 方便 地 把 有 理 
数 加 法 所 遵从 的 所 有 基本 规律 直接 推广 到 任何 实数 的 却 法 ， 
你 们 可 尝试 哪怕 只 对 交换 律 试 一 下 ， 马 上 就 会 发 现 这 些 都 是 
怎样 的 简单 . 

我 们 已 经 说 过 ， 我 们 在 这 里 将 不 再 说 及 其 他 运算 的 定义 
以 及 它们 上 所 遵循 的 规律 。 我 们 只 提醒 一 下 ， 鞠 法 最 好 类 似 于 
加 法 来 定义 ,而 减法 和 除法 风 定 义 为 送 运 算 为 最 好 . 

我 们 现在 转 到 这 个 问题 的 思路 中 最 后 一 个 极为 重要 的 问 
题 ， 怎 样 证 明 我 们 定之 的 连续 统 实际 上 表现 出 连续 性 和 致密 
性 呢 ? 作 为 数学 分 析 的 基础 , 它们 是 必需 的 , 正 因为 数 集 尺 缺 


连 续 颖 Tf 


也 它们 ， 十 追 使 物 们 在 适当 时 候 引 进 无 理 数 . 

要 加 管 这 一 向 题 ， 我 们 要 回想 一 下 ， 为 什么 我 们 说 集 台 
RR 缺乏 这 种 连续 性 . 这 是 指 这 样 一 件 事 实 : 在 集合 R 的 分 割 
中 具有 这 样 一 类 ， 它 们 不 具有 属于 集合 只 的 界限 ， 因此， 如 
果 我 们 证 明 ;， 对 于 连续 统 来 说 这 样 的 事实 任何 时 候 再 也 不 会 
存在 , 即 连续 统 的 任何 分 牢 都 有 也 属于 连续 统 本 身 的 界 根 , 风 
我 们 就 能 够 认定 这 是 令 人 满意 的 ， 并 且 能 相信 我 们 建立 的 连 
续 统 作为 数学 分 析 的 基础 能 适合 对 它 所 提出 的 要 求 . 

要 避免 一 个 误解 ， 即 我 们 上 面 提 出 的 命题 不 可 能 从 以 前 
的 结果 直接 推 得 ， 因 为 迄今 为 止 我 们 总 是 在 说 的 是 集合 届 的 
分 割 ， 现 在 我 们 才 第 一 次 谈 到 连续 统 的 分 制 ， 分割 的 形式 定 
义 ， 我 们 在 这 里 认为 是 不 变 的 . 

现在 来 证 明 我 们 的 论断 . 设 (4 ,8) 是 连续 统 的 任意 一 个 
分 割 . 任何 有 理 数 , 更 一 般 地 说 , 任何 实数 或 者 属于 4 类 ,或 
者 属于 五 类 . 因而 连续 统 的 分 割 (4,8) 就 直接 导出 了 集合 
的 某 个 完全 确定 的 分 割 C4 ,8'). 设 a 是 作为 分 割 C4',B') 的 
界限 的 一 个 实数 . 我 们 来 证 明 , 它 也 是 分 割 (A4,8) 的 界限 ， 
从 而 使 得 我 们 的 命题 得 证 . 

我 们 需要 证 明 : 任何 实数 mm < x 都 属于 A 类 , 而 任何 实 
数 a; > a 都 属于 B 类 ， 由 对 称 性 ， 只 要 证 明 第 一 个 命题 就 够 
了 了， 设 + 为 介 于 a 和 a 之 则 的 有 理 数 ， 国 为 >< az， 则 

rE€EA'CAYV, 
而 因 a 之 + 则 由 此 得 出 也 有 a E A. 这 就 是 所 要 证 明 的， 

基本 引 理 . 数学 分 析 的 逻辑 基础 就 这 样 建立 起 来 了 , 当 
以 此 为 基础 逐步 建立 分 析 基 础 时 ， 我 们 当然 不 得 不 经 常 地 引 


DD 记号 ACB 表示 ; 集合 4 包含 于 集合 五 之 内 
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证 已 经 况 立 的 基础 ,由 直接 回 到 我 们 所 建立 的 实数 的 定 浆 ,这 
必然 会 伴随 众 岳 周知 的 不 便 ， 因 为 对 此 所 必需 的 分 割 ， 构 造 
和 研究 通常 都 是 十 分 繁琐 的 ， 找到 摆脱 此 转 境 的 道路 在 科学 
上 是 极其 有 教 益 的 ， 因 为 它 对 于 在 数学 科学 中 经 常 遇 到 的 所 
有 类 似 的 还 辑 结构 下 以 当 作 是 一 种 典范 ， 在 数学 分 煌 的 发 展 
历程 中 可 以 注意 到 ， 尽 管 在 讨论 中 直接 应 用 借助 于 分 割 给 出 
的 实数 定义 是 很 经 常 的， 但 其 由 的 多 数 应 用 在 形式 上 是 彼 比 
十 分 相似 的 , 因此 实际 上 几乎 上 所 有 的 这 些 应 用 , 都 是 按照 三 、 
四 种 格式 来 完成 的 (当然 ,每 次 添加 特别 的 内 容 )， 但 如 果 发 
现 了 这 种 情况 ,而 我 们 就 开始 上 十 次 地 重复 同一 逻辑 过 程 ,而 
只 是 每 次 添加 新 的 基本 内 容 , 那 不 论 是 为 了 建立 这 门 学 科 , 还 
是 掌握 这 门 学 科 都 是 很 不 经 济 的 ， 也 是 极为 麻烦 的 ， 数 学 科 
学 早 就 已 经 有 了 办 法 一 一 当然 是 有 充分 的 根据 的 一 一 即 在 所 
有 类似 情况 耻 ， 通 常 把 这 种 逻辑 形式 明显 地 表述 为 几 个 辅助 
命题 ( 引 理 ), 然后 一 劳 永 间 地 证 明了 这 和 些 引 理 , 这 样 以 后 就 
再 也 不 必 每 次 都 重复 作为 该 引 理 基础 的 这 个 形式 结构 ， 而 径 
直 引 和 朋 这 个 准备 好 了 的 引 理 . 证 明了 三 、 四 个 这 样 的 辅助 命 
题 ， 我 们 有 可 能 在 今后 任何 时 候 都 不 用 再 来 构造 分 制 ， 而 只 
要 引用 一 个 基本 梳理 来 代替 它 . 这 些 引 理 就 构成 了 把 数学 分 
析 与 其 逻辑 基础 连接 起 来 的 几 座 桥梁 ， 毫 无 疑问 ， 这 些 基 本 
引 理 的 选择 在 不 同 的 讲法 中 可 以 是 各 不 相同 的 ， 但 是 在 任何 
情况 下 都 要 尽 可 能 地 劝告 学生， 要 不 异 时 间 和 精力 ， 足 可 能 
仔细 地 掌握 尽 可 能 多 的 这 类 引 理 ， 因 为 其 中 的 每 一 个 都 各 有 
尾 务 ， 能 对 将 来 的 工作 的 给 以 本 质 上 的 方便 ， 因 此 为 掌握 它 
而 花费 的 力气 豪 无 疑问 不 会 是 徒然 的 浪费 . 

这 类 引 理 的 典型 表述 和 证 明 我 们 现在 以 几 个 例子 来 苔 


出 ， 
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1, 关于 单调 序列 的 引 更. 实数 序列 
ds a C3) 
称 为 单调 的 ， 如 果 对 于 任何 ”都 有 或 者 w% 所 ， 或 者 
re 在 第 一 种 情况 ,我 们 说 准确 一 点 是 单调 不 沽 的 而 


着 这 样 个 正 数 ， 人 得 
[|e 一 2 

引 理 1. 任何 单调 有 界 序列 都 有 极限 . 

为 确定 起 见 设 避 志 o11 且 jj,| 之 ce tn 二 1.2,"*). 把 连 
续 统 分 成 黄 个 集合 4 和 8, 把 大 于 所 有 的 数 m% (例如 数 c) 的 
任何 实数 放 入 B, 而 把 其 余 的 所 有 实数 放 入 At 特别 地 有 所 有 
的 }， 很 显然 地 ， 连 续 统 的 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . 设 & 是 该 
分 割 的 界限 . 我 们 来 证 明 im % = a, 这 也 即 是 引 理 1 所 要 证 
明 的 ， 

我 们 首先 指出 ， 对 任意 的 a 有 

a, < Cr 
实际 土 ， 当 w > 时 我 们 依照 界限 的 定义 将 会 有 E B, 这 
与 集合 吾 的 定义 相 了 矛盾 . 如 果 与 我 们 的 命题 相反 ,a 不 是 序列 
(3 的 极限 的 话 ， 则 存在 着 这 样 的 正 的 常数 es， 使 得 邓 数 ”的 
无 穷 集 全 有 
,Oo Es 

由 此 得 a 过 a 一 e. 但 由 序列 (3) 的 单调 性 此 不 等 式 应 对 无 穷 
多 个 " 值 成 立 ， 因 而 应 对 所 有 的 成 立 ， 按照 集合 吾 的 定义 
由 此 得 员 a 一 € B. 但 由 a 一 8 < 之 a& 则 数 a 一 应 当 属 于 A 
类 {因为 a 是 分 割 (4,8) 的 界限 ). 所 得 之 矛盾 证 明了 我 们 的 
论断 . 

当然 ， 在 引 理 的 条 件 中 单调 性 是 不 能 丢掉 的 ， 单 从 序列 
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C3) 有 的 有 界 性 是 不 能 得 出 极限 的 存在 ， 正 如 例子 a 二 (一 1)"” 
上 所 指明 的 那样 . 

关于 单调 序列 的 引 理 不仅 在 分 析 中 得 到 大 量 的 应 用 ， 而 
县 甚 至 在 初等 数学 中 也 得 到 了 大 量 的 应 用 ， 它 在 初等 数学 中 
常 被 作为 “公理 ”, 有 时 其 至 不 考虑 ， 如 果 不 是 掌握 了 全 部 的 
实数 ， 这 个 “ 公 惠 ”简直 就 是 不 战 立 的 ， 但 是 ， 这 种 缺陷 不 
仅 在 初等 数学 里 有 , 而 且 在 “简化 ”的 数学 分 析 教 程 里 也 有 . 

特别 好， 几何 学 中 圆 的 周 长 〈 随 当 边 数 无 限 增加 时 车 内 
接 正 多 边 形 导 长 的 极限 】 的 存在 以 及 作为 分 析 基 础 的 数 e 一 
limkl 十 万 )" 的 存在 利用 这 个 引 理 进行 证 明 是 最 简单 的 了 . 

与 描述 单调 有 界 序 列 的 基本 特征 的 引 理 相 比 较 ， 下 面 的 
关于 连续 变化 变量 的 连续 函数 的 下 述 引 理 ， 对 数学 分 析 的 意 
头 也 不 相 上 下 . 

引 理 4. 凌 量 了 增加 且 趋 近 于 wa, 并 且 函 数 rr)y 在 革 
个 以 点 a 为 其 十 端点 的 区 间 上 有 有 界 且 单调 , 则 Fry 当 了 工 一 6 
时 赵 近 于 确定 的 极限 . 

这 里 确 数 f(z) 在 以 a 一 < 和 a 为 端点 (se > 0) 的 区 间 内 
的 有 界 性 表明 存在 管 这 样 的 数 c， 使 得 

(fr) | < (ame<Tr 人 a); 

单调 性 则 表明 对 该 区 问 的 任意 一 对 数 nzr:， zx 了 xs 比值 
人 二 4462 丰 者 之 0, 或 者 去 0 

引 理 1 和 的 证 明 可 以 很 简单 地 据 引 理 1 作出 ， 为 确定 起 见 
设 f(x) 是 不 减 的 , 即 当 aa > 局 全 直人 一 上 时 有 xz) 蒂 


f(z). 因为 当 > 二 时 有 


a— da <a, 
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则 增加 的 数 序列 a 一 一 人 > 二) 落 在 以 a。 一。 和 4a 为 端点 的 
区 问 之 内 且 以 < 为 极限 . 数 序列 f(a 一 二 )(n > 二 ) 很 显然 


地 有 界 且 不 减 . 因此 直 引 理 1 存在 极限 im f(a 一 二) 一 由 


如 果 数 z 充分 靠近 a， 则 可 以 找到 这 样 -一 个 am = 二 n(xr)， 使 得 
1 


1 1 
TT 

此 到 表 明 由 冰 数 广 的 单调 性 得 
fla 一 二 ) fr) Sfla i+) (4) 


二 1 

但 当 z 一 4 时 很 显然 地 有 = 一, 由 此 得 出 不 等 式 (47 的 左右 
两 边 都 以 5 为 其 极限 , 由 此 得 出 当 xz 一 a 时 也 有 (2x) 一 5， 可 
一 1 以 此 得 证 . 

2. 收缩 区 间 套 引 理 . 我 们 约定 把 以 a 和 5 为 端点 的 闭 
区 间 ， 即 满足 不 等 式 a 碌 z 记 的 所 有 实数 的 总 体 记 为 [a， 
站 ,而 具 同 样 的 端点 的 开 区 间 ， 即 满足 不 等 式 a < 二 x < 之 5 的 所 
有 实数 zz 的 总 体 表 之 以 ta,58)， 区 间 序 列 

[ai'bs ls [es ps ls "ny La, :b,j, sil {5 

我 们 将 称 之 为 收缩 的 区 间 套 , 如 果 它 满足 下 述 条 件 ， 

1 1,2,…), 即 后 面 的 每 一 
个 区 疗 整 个 地 包含 在 前 一 个 敬之 内 ; 

2 limtb 一 ao) 一 0， 即 随 着 序号 的 无 限 增加 ， 区 间 的 
长 度 趋 于 零 . 

引 理 2， 如果 序列 (5) 是 一 个 收缩 的 区 间 套 ， 则 奉 在 着 
叭 一 的 实数 a， 属 于 所 有 这 些 区 间 . 

当然 ， 可 以 通过 构造 相应 的 分 割 来 证 明 此 引 理 时常 是 
很 有 益 的 }, 但 是 根据 引 理 1 来 证 明 要 简单 得 多 ， 实 际 上 ,由 
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条 件 1 序列 
单调 、 有 界 《 后 _ < 对 任何 万 立 可 以 明显 看 出) 
据 引 理 1， 序 列 有 极限 ， 设 
加 
因为 对 任何 二 有 加 和 过 名 全 一 1 2 0)， 虽 也 有 
1 
因此 
2 1 CB) 
因此 数 a 属于 每 一 个 区 亲 [a, ,#3, 因而 满足 引 理 的 和 茶 件 ， 其 
唯一 性 可 以 这 样 推 得 当 有 两 个 不 同 的 数 e 和 8 满足 不 等 式 
(6)， 我 们 有 (为 确定 计 设 a < 有: 
1 
出 此 得 
aa (= 1,2,."), 

这 与 收编 区 疗 套 和 的 性 质 2 相 政 短 ， 因而 引 理 2 得 证 ， 

应 当 指 出 : 对 于 引 理 2 非常 重要 的 是 对 每 一 个 区 间 而 言 
其 端 氮 ar 可 都 要 包括 在 办， 如果 我 们 丢掉 了 这 一 点 而 以 开 
区 间 a < 了 < 名 来 代替 [ao 好 引 理 就 可 能 不 成 立 ， 如 开 
区 问 序列 9<z< 二 (n =1,2,…) 就 没有 属于 所 有 区 间 的 公 
共 点 . 

3. Heine-Borel 引 | 理 . 这 个 时 代 稍 晚 些 才 产 生 的 辅助 
命题 也 时常 成 为 证 明 分 析 中 的 定理 的 很 方便 的 武器 . 

我 们 约定 称 (一 般 说 来 是 元 穷 的 一 组 区 间 M 覆盖 了 区 
闻 ( 财 的 }La,5#13， 如 果 这 后 一 区 冶 的 每 一 个 点 都 位 于 这 组 区 
加 M 中 的 至 少 一 个 区 辣 的 话 . 
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引 理 3， ”如果 开 区 间 组 MJ 鹤 盖 了 区 间 [a,5]， 则 从 中 
可 以 分 出 一 个 有 限 的 开 区 间 组 af ,也 履 盖 区 间 [a,]. 

实际 上 ,如 果 区 间 ai = Fe] 不 能 被 引 理 要 求 的 有 限 个 
开 区 局 覆盖 ， 则 将 其 平分 成 两 学 ， 我 们 可 以 断定 ， 其 中 至 少 
有 一 个 半 区 间 也 不 能 被 有 限 覆 盖 〈 因 为 很 显然 地 ， 如 果 两 者 
都 能 被 有 限 覆 盖 的 话 , 则 整个 区 问 A 也 就 被 有 限 覆 盖 ). 我 们 
以 4 来 表示 这 不 能 被 有 限 覆 次 的 一 半 ( 如 果 两 者 都 不 能 被 有 
限 窒 盖 , 则 4 可 以 表示 其 中 任意 一 个 ). 再 将 3 平分 成 两 半 ， 
我 们 又 可 以 断言 , 其 中 至 少 有 一 个 半 区 间 (我 们 表 之 以 4) 不 
能 被 有 限 覆 盖 . 我 们 可 以 把 这 个 过 程 无 限 地 进行 下 去 ， 这 样 
区 闻 442 … 很 显然 地 构成 了 一 组 收缩 区 间 套 .根据 引 
理 2 存在 状 唯 一 的 点 ae 属于 所 有 这 些 区 间 . 设 4 为 组 JW 中 所 
合 点 a 在 其 内 的 开 区 间 . 因为 当 * 一 co 时 区 问 4, 的 长 度 趋 近 
于 雪 ,， 同 时 aeE 6, 则 对 充分 大 的 就 有 4, 忆 4A( 因 为 开 区 间 
4 的 长 度 不 会 为 0), 于 是 我 们 得 出 了 矛盾; 区 间 4. 按 其 定义 不 
能 被 有 限 荐 盖 ， 现 在 又 只 需 组 M 的 一 个 区 间 A 即 可 覆盖 它 . 
引 理 3 以 此 节 盾 而 得 证 . 

现在 我 们 不 仅 学 会 了 建立 数学 分 析 的 基础 ， 而 且 证 明了 
3 个 最 重要 的 辅助 命题 ， 准 备 好 了 将 此 基础 最 方便 地 用 于 今 
后 进一步 构建 基本 的 建筑 物 的 过 程 ， 这 座 太 让 将 以 什么 方法 
稚 立 起 来 ， 在 其 建筑 过 程 中 将 使 用 什么 样 的 基本 概念 、 思 想 
利 研 究 方 法 一 一 所 有 这 些 你 们 都 将 从 后 面 的 各 讲 中 了 解 到 . 


DD 译 者 注 . 原文 误 为 “一 组 区 间 对 ”， 实际 上 .如 果 这 一 组 区 间 M4 
是 -- 组 闲 区 癌 , 这 个 引 理 可 能 不 成 立 . 
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什么 是 极限 ? 一 趋 于 极限 的 各 种 类 型 ， 常量 的 极 
限 ， 一 一 无穷 小 和 无 穷 太 ， 一 -Cauchy 淮 则 . 一 一 关于 基 
本 定理 的 注 记 . 部 分 极限 ， 上 极限 和 下 极限 ， 一 一 多 元 
画 数 的 极限 . 


什 各 是 酸 限 ? 极 眼 袜 念 ， 好 回 郴 数 关 系 概 伪 一 样 ， 是 
数学 分 析 最 重要 的 概念 之 一 ， 当 然 ， 你 们 了 解 许多 关于 极 四 
的 定 吾 ， 但 是 ， 我 们 还 必须 十 分 认真 地 研究 这 些 概念 ， 部 分 
地 是 为 了 使 之 更 明确 ， 部 分 地 则 是 为 了 补充 、 座 化 和 拓展 我 
们 所 欢 悉 的 这 个 概念 . 

我 们 首先 来 研究 “变量 x (和 在 已 纯 的 现象 或 过 y 程 中 ) 趋 近 
于 数 e (或 者 说 是 以 数 a 为 其 极限 )” 这 各 话 的 意思 ， 这 和 句 话 
我 们 用 下 述 两 种 记号 之 一 来 表述 ;: x 一 a 起 者 lim x 二 a. 如 果 
我 们 期 望 在 定义 极限 时 遵守 一 切 形式 上 的 要 求 (而 没有 这 一 
点 通常 就 不 能 建立 数学 科学 ) , 则 我 们 首先 要 过 到 的 是 特殊 的 
独 有 的 困难 . 问题 在 于 在 极限 松 念 的 准确 定义 中 ， 不 能 够 有 
其 数学 意义 完全 不 明晰 的 术语 诸如 “现象 "、“ 过 程 ” 之 类 出 
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现 ， 而 没有 这 些 {或 类 同 的 ) 术语 要 找 述 通 当 的 、 怀 们 所 熟 
各 的 极限 概念 的 定义 是 很 困难 的 .我 们 不 蚌 常 这 样 说 无论 
数 a 的 邻 域 UY 是 怎样 的 ， 从 已 知 过 程 的 某 个 时 刻 起 的 所 有 
的 z 值 都 属于 邻 域 7 急于 是 我 们 现在 应 当 找 到 一 穆 方 法 来 
描述 这 个 定义 ， 以 使 它 不 含 任 何 数 学 意义 不 是 完全 确定 的 术 
诸 ， 应 当 明 说 ， 这 个 任务 大 概 解 决 得 不 算 很 好 ， 现 代数 学 家 
宁肯 完全 放弃 去 解决 它 并 且 把 记 导 lim zx 二 a 当 作 是 毫 无 数 
学 内 容 的 ， 当然， 这 不 是 说 他 们 完全 拒绝 极限 概念 。 如 何 欣 
赔 这 一 困境 呢 ? 

事实 七 ， 在 分 析 中 我 们 总 是 遇 到 这 种 情形 ， 当 变量 zx 在 
某 个 确定 的 状态 时 某 个 函数 y 趋 近 于 极限 ， 例 如 “ 当 > 趋 近 
村 ee 时 ?以 开 为 极限 ”各 或 者 ' 当 万 无限 增 加 时 a 趋 近 于 a* 等 
等 ， 这 种 说 法 (相应 地 有 记号 y >b 或 者 lim y = 上 或 者 
an 一 4) 已 经 有 了 完全 确定 的 合 义 . 于 是 , 表达 式 lim y = 
中 计 论 数 。 的 生计 了 区 党 存在 着 数 。 的 这 样 
V. 从 和 已 缀 看 到 这个 于 可 指 入 极限 梳 的 净 克 <。 
要 过 程 的 概念 遵 常 把 它 说 成 是 ， 当 > 充分 接近 za 中 时 ， 足 
够 地 接近 5， 当 然 , 谁 车 对 数学 形式 的 典型 特征 不 熟悉, 可 能 


已 数 z 的 邻 城 是 包含 数 z 在 其 中 的 任何 开 区 间 . 

团 ”当然 , 有 时 这 和 句 话 也 说 成 这 样 ; 无 论 正 数 < 如何 小 ， 在 已 知 过 
程 中 数值 一 a 依 其 绝对 值 总 小 于 = ， 

印 隙 数 y 当 zz 一 4 佬 可 以 是 宙 有 定义 的 ， 也 可 能 当 了 = 一 4 时 3 上 
确定 的 值 , 但 这 全 信 不 是 所 。 

入 对 于 xz 一 coz 一 一 ooy 一 ooyy 一 一 co 不 需 专门 的 定 文 ,只 
要 把 大 于 (小 于 ) 某 个 任意 确定 的 数 的 集合 理解 为 十 co 一 co) 即 可 . 
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对 此 感到 奇怪 : 可 不 是 吗 , 事实 上 , 语句 (A);“ 当 x 的 极限 
等 于 a 时 , y 的 极限 等 于 5b” 可 能 有 确定 的 意义 , 同时 条 件 自 
身 “z 的 极限 等 于 a” 却 没有 意义 ? 实际 上 ， 这 里 不 仅 不 会 有 
任何 不 能 接受 的 东西 ,甚至 也 没有 任何 奇怪 . 语句 (CA) 是 作为 
一 个 完整 的 整体 ， 而 完全 不 必 让 其 中 每 一 个 部 分 都 对 我 们 有 
定义 ， 上 趴 要 这 血 话 整个 地 赋予 了 确定 的 内 容 就 行 了 . 

毫 无 疑问 ， 我 们 所 给 的 极 腿 概念 的 定义 包含 了 分 析 上 最 
重要 的 两 种 情况 ， 数 列 的 极限 lim a, 及 连续 变量 的 函数 的 极 
限 lim y, 其 中 a 是 实数 ， 亦 或 者 十 co， 或 者 一 ， 这 里 本数 
2 的 极限 可 同 祥 理解 为 这 三 种 情形 中 的 任 一 种 . 

赵 于 极限 的 各 种 类 型 ， 设 工 的 孙 数 yy 二 了 f(r) 当 之 蒋 近 
a 《4 是 一 个 数 》 时 已 数 & 为 极限 ， 同 时 为 简单 计 我 们 设 z 的 
所 有 值 均 大 于 a. 这 一 点 常用 以 下 的 记 法 , 非常 方便 地 表示 为 
I 王 4 十 0 (而 不 写 工 一 a, I 六 oa), 于是， 我 们 有 

lim f(z)—# (1) 

我 们 假定 对 充分 接近 于 a 的 任何 z>a, 有 zt}>5; 此 
时 国 数 六 rz) 在 点 < 附近 通 带 的 几何 表示 有 两 种 形状 , 即 为 下 
述 图 1 和 图 2. 在 图 1 中 了 禽 每 近 o 则 Fiz) 就 合 靠 近 上 ， 当 
I 一 & 十 0 时 y 单调 减少 地 趋 近 于 在 图 2 的 情形 则 完全 不 
是 这 样 : y 一 5 时 是 时 而 接近 ,时 而 又 离开 其 极限 , 当 工 一 
a 十 0 时 玖 数 ACz) 不 是 单调 地 变化 的 ， 它 时 而 增加 ,时 而 减 
小 .当然 ， 所 有 这 些 本 质 上 的 善 别 并 不 妨碍 我 们 用 同一 个 关 
系 式 (1) 来 类 似 地 表示 这 两 个 图 形 . 这 个 美 系 所 描述 的 是 这 两 
个 情况 所 共有 的 一 个 基本 事实 ; 只 要 * 充分 接近 a, y 就 任意 
地 接近 上扬 

当 x 充分 趋 近 于 a 且 均 有 za 时 , 若 有 yy 三 5, 则 完全 


Pt 


| 


虹 本 


ot 


图 1 图 2 - 
类 似 于 前 者 ; 它 可 以 用 图 3 和 图 4 来 表示 , 显然 ,无知 解 释 . 


rt » 
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图 3 图 4 


最 后 ， 可 能 有 这 样 的 情形 ， 当 z 在 点 a 的 厂 方 任意 接近 
aa 时 ， 跑 数 y 一 x) 的 值 有 时 大 于 5， 而 有 时 又 小 于 (图 
5). 很 明显 , 此 时 当 z 一 a 十 D9 时 y 不 可 能 是 单调 地 趋 近 于 其 
极限 5。 此 时 车 函数 (zx) 连续 (如同 我 们 在 所 有 图 形 中 所 描 
绘 的 ), 则 它 必 然 在 点 < 的 右 方 充分 华 近 a= 的 无 穷 点 集 上 等 于 
其 极限 值 B， 从 几何 上 说 ， 画 数 fxr) 的 图 形 在 点 a 内 近 无 限 
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多 次 地 穿 过 直线 了 一 已 

很 显然 , 当 z 一 a 十 0 时 趋 近 于 2 的 连续 变化 的 量 的 所 有 
可 能 的 类 型 仅 跟 于 这 些 情况 . 我 们 不 再 去 单独 研究 当 工 一 
a 一 洛 即 所 有 的 xz 均 小 于 a 的 情形 , 很 明显 , 把 图 1 一 5 对 直 
线 z 一 a 反 转 即 可 得 到 相应 的 图 形 . 

如 采 我 们 假设 当 z 一 上 时 > 一 5 则 当然 有 y 一 态 以 及 
?一 2, 此 时 我 们 谈 到 的 水 数 y 当 z 从 总 a 的 右边 的 5 种 极 
限 类 型 的 每 一 种 都 可 以 类 似 地 与 从 点 4 的 左边 趋 近 于 az 的 5 
种 类 羽 的 极限 类 型 结合 起 来 ， 从 而 我 们 就 得 到 了 妆 了 -aa 时 
函数 一 五 的 25 种 不 同类 型 的 极限 . 

我 们 还 要 注意 到 ， 图 1,2,3,4 中 所 描述 的 情形 可 以 方便 
地 写成 相应 的 形式 

y 人 十 0 及 y wR 一 个 

到 目前 为 止 ， 我们 认定 a 及 5 是 数 ， 当 这 两 个 字母 之 一 
《或 者 两 个 一 起 ) 表示 十 ce 或 一 co 时 , 也 不 难 列举 出 兰 数 ?的 
各 种 类 型 的 极限 ， 你 们 自己 将 不 难 作 出 ， 作 为 例子 ， 我 们 指 
出 当 & 一 十 ce, 而 6 是 数 时 ， 所 有 的 类 型 可 以 表示 成 图 1 一 
5', 


图 3 图 于 


图 数 Ar 在 图 1 及 图 3 的 情形 是 单调 的 ,而 在 其 他 情形 
则 是 不 单调 的 .在 图 了 的 情形 【如 果 它 连续 的 话 ) 画 数 Fz) 
可 以 无 穷 多 次 地 等 于 其 极限 信 b( 对 充分 大 的 x 值 ). 
当 a 是 数 ,而 8 = 十 oo， yl 
击 当 x 一 a 十 0 时 , 很 显然 ， | 
只 可 能 是 图 6 及 图 7 所 描述 


的 两 种 类 型 . Ai 
常量 的 极限 ， 当然 ,你 
们 知道 , 常量 ( 即 仅 可 能 取 5 


唯一 的 值 的 量 〉 的 极限 总 是 图 5 
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一 . 7 
图 6 图 7 
存在 的 并 日 就 等 于 这 个 唯一 的 值 ， 这 个 规定 有 时 被 当 作 不 可 
理解 的 ， 基 为 我 们 一 开始 说 的 是 变量 的 极限 ， 那 么 怎么 可 以 
有 常量 的 极限 存在 呢 ? 
但 是 这 个 规定 对 我 们 而 言 ， 首 先 在 逻辑 上 是 必然 的 ， 如 
灯 我 们 不 想 在 我 们 的 极限 定义 中 出 现 子 盾 的 话 ， 实 际 上 ， 对 
任何 zz 值 者 y 一 8， 则 对 点 5 的 无 论 怎样 的 仿 域 WV, 对 任何 x 
我 们 都 有 关系 式 > E 7, 由 此 依照 极限 的 定义 我 们 一 定 可 以 
得 出 ， 对 任何 =， 都 让 
Hmy = hb. (2) 
再 其 次 ， 这 个 约定 又 是 十 分 合理 的 《实际 上 ， 也 几乎 是 
不 可 避免 的 ) 和 实用 的 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 暂时 认为 常量 没 
有 极限、 而 庶 有 一 个 一 数 使 (2) 对 它 成 立 ， 则 大 家 知道 


lirnt 一 ») =—&b. 
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但 导 任 何 xz ,十 (一 yy) 一 0， 于 是 量 y 与 一 y 都 是 有 极 
限 的 , 而 它们 的 和 是 常量 0, 而 按照 我 们 的 约定 , 又 是 没有 极 
限 的 ， 这 样 一 来 ， 在 表述 我 们 熟知 的 两 全 变 量 和 的 极限 的 定 
理 时 ， 我 们 不 得 不 预先 声明 ,“ 只 要 这 个 和 不 是 常量 时 ”*， 和 
的 极限 的 定理 才 成 立 ， 类 似 这 样 附加 的 话 ， 其 人 为 的 繁琐 的 
特征 是 显而易见 的 ， 而 我 们 又 不 得 不 把 它们 放 人 所 有 关于 极 
限 的 定理 之 中 ， 但 著 对 任何 常量 者 给 以 极限 ， 我 们 就 可 以 完 
全 解脱 了 ， 而 由 于 ， 像 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 我 们 又 没有 作 
出 与 我 们 已 建立 的 极限 概念 的 定义 有 和 子 盾 的 任何 差错 ， 所 以 
在 讲述 数学 分 析 基 础 时 始终 采用 了 这 个 约定 ， 

苑 办 小 和 无 穿 大 ， 如 果 当 xz 一 a 时 yy 一 0, 量 y= 二 f(z) 
就 称 为 当 * -> a 时 的 无 穷 小 量 ， 在 数学 分 析 的 许多 讲法 中 无 
穷 小 概念 在 极限 论 中 都 起 着 基本 的 作用 , 先 给 出 它 的 定义 , 然 
后 再 给 出 一 般 的 极限 概念 ， 并 且 反 过 来 ， 把 后 者 的 定义 归结 
为 无 穷 小 量 的 概念 ， 与 此 相反 ， 一 些 现代 学 者 在 遍 述 分 析 教 
程 时 则 完全 不 理会 无 穷 小 的 概念 ,认定 这 个 概念 是 多 余 的 , 它 
会 留 下 ， 并 且 事 实 上 确实 是 留 下 了 许多 误解 ， 

关于 这 一 点 应 当 指 出 ， 这 里 所 谈 的 当然 不 是 趋 近 于 誉 的 
量 的 概念 〈 这 个 概念 在 数学 分 析 的 任何 讲法 中 ， 包 含 在 其 所 
有 的 应 用 中 都 起 着 本 质 的 作用 ), 而 仅 只 是 谈 要 不 要 有 “无 穷 
小 量 ”这 个 术语 ， 这 个 名 称 实际 上 党 是 不 通顺 的 并 且 常 常 导 
臻 误解: 使 用 这 个 名 称 似 乎 是 想 去 刻画 这 一 类 的 量 的 大 小 
一 一 把 一 些 在 其 变化 的 蕊 知 阶段 完全 是 并 不 小 的 量 ， 叫 做 无 
穷 小 量 总 是 不 方便 的 ， 而 在 事实 上 这 个 名 称 所 要 描述 的 仅 只 
是 已 知 量 的 变化 特征 ， 而 绝 不 是 它 的 大 小 ， 这 个 用 词 上 的 失 
误 应 归 委 于 历史 的 遗留 :无穷 小 量 的 叫 法 出 现在 这 样 的 时 人民， 
那 时 这 个 概念 的 意义 完全 不 同 于 我 们 现在 为 它 确定 的 意义 . 
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但 是 ， 如 同 我 们 己 经 指明 的 那样 ， 趋 返 于 零 的 量 在 分 析 
中 以 及 其 应 用 中 如 此 经 常 遇 到 ， 所 以 拒绝 给 它 一 个 简单 的 名 
词 也 是 非常 困难 的。 另 一 方面 ， 把 在 历史 上 已 经 使 用 了 几 个 
世纪 的 名 称 换 成 另外 的 说 法 确实 是 一 场 灾 难 ， 而 这 样 的 灾难 
在 数学 中 总 是 经 常 不 断 地 感觉 到 又 毫 无 好 姓 ， 最 后 、 如 果 我 
们 不 把 无 穷 小 量 作 为 极限 理论 的 基础 《如 同 我们 现在 所 和 做 的 
那样 ) , 而 仅仅 是 把 它 理解 为 趋 于 极限 的 量 的 一 般 概念 的 一 种 
特殊 情形 ， 虽 概念 间 严 重 混淆 的 危险 性 就 不 会 坟 大 并 是 不 致 
引起 太 严 重 的 后 果 ， 

量 > 称 为 无 穷 大 量 ， 如 果 

lim|y| 一 十 se， 

这 就 是 说 ,无穷 大 量 就 是 雪 么 趟 于 十 ce， 要么 趋 于 一 ce, 要 
么 不 趋 近 于 茶 个 极限 ， 而 是 时 而 取 正 值 ， 时 而 取 负 值 ， 伯 按 
其 绝对 值 则 无 限 增加 .这 后 一 种 情形 的 例子 如 变量 y = 
(一 1) 2 当 n 一 十 oo 时 即 是 ,其 中 在 增加 时 仅 取 整数 值 . 关 
于 术语 “无穷大 量 ” 也 可 以 重复 我 们 上 面 对 “ 无 穷 小 量 ” 所 
说 的 那 一 些 话 . 

这 里 我 们 考 需 对 我 们 已 熟知 的 无 穷 小 量 的 和 和 , 差 , 积 的 定 
理 居 说 什么 , 我 们 只 需要 对 常 导 致 误解 的 丙 个 地 方 如 以 注音: 

12 在 无 穷 小 量 的 和 及 积 的 定理 中 经 常 要 求 加 项 (或 因 
于 ) 的 个 数 是 有 限 的 ， 没 有 这 个 说 明 ， 我 们 容易 找 出 简单 的 
例子 来 证 明 ， 这 两 个 定理 是 不 能 成 立 的 . 

2) 关于 两 个 无 穷 小 量 的 商 不 可 能 作出 任何 一 般 的 结论 ， 
这 里 商 可 以 具有 任 和 何 变化 特征 ， 特 别 地 ， 斌 能 不 趋 于 任何 极 
限 . 

在 往 下 讲 以 前 ,我 们 知 要 对 记号 十 co 和 一 号 再 作 些 说 明 . 
这 些 记 号 我 们 现在 已 经 是 经 常 届 到 的 了 .当然 , 你们 知道 , 这 
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些 记号 并 不 表示 任何 数 . 例如 : 在 间 到 记号 十 表示 什么 时 ， 
最 正确 最 清楚 的 就 是 说 它 本 身 什 么 意义 也 没有 ; 但 “-+oo 的 
邻 域 ”这 种 说 法 是 有 意义 的 ， 它 表示 的 是 全 部 大 于 某 个 〈 仁 
意 的 ) 数 a 的 全 体 实数 这 样 一 个 集合 ; 对 于 这 样 的 集合 给 一 个 
简单 的 名 称 是 很 方便 的 ， 因 为 在 分 析 中 我 们 每 每 要 碰 到 这 类 
集合， 所 以 就 称 它 为 十 cc 的 邻 域 。 与 “十 cc 的 邻 域 ”这 种 说 
法 一 样 , 请 如 lim y = 十 oo (其 中 a 本 身 可 以 是 符号 十 oo 与 
一 ce 之 一 ) 这 种 表达 式 也 就 有 了 意 义 . 实际 上 , 在 我 们 已 给 
出 的 极限 定义 limy 一 6 中 谈 到 字母 4 及 5 时 总 是 与 它们 的 邻 
域 一 起 谈 到 的 ， 因 此 这 两 个 字母 中 的 任何 一 个 者 可 以 符号 
十 oo (或 者 一 oc) 来 代替 〔 只 要 我 们 指明 ， 把 什么 样 的 集合 
称 之 为 这 些 符号 的 邻 域 就 行 ) ,没有 必要 对 这 些 符号 本 身 给 子 
任何 意义 . 

从 所 有 这 些 可 以 明白 ， 在 使 用 符号 十 ce 及 -一 co 时 该 要 多 
么 细心 ， 特 别 地 ， 对 它们 作 某 些 算术 运算 (二 = 0 等 等 是 
完全 不 能 允许 的 ， 而 在 某 些 “简略 ”的 分 析 教 程 中 是 这 样 用 
的 ， 间 样 地 ， 所 有 其 式 中 有 符号 十 co 及 一 oo 出 现 的 等 式 ， 如 
果 这 些 符号 虽 不 是 直接 起 着 上 述 类 型 的 极限 的 作用 ， 也 都 是 
没有 意义 的 ， 如 三 角 表 示 中 形 如 tan 亚 一 士 co@ 之 类 的 任何 
等 式 都 是 如 此 . 反之， 不等式 

4 所 十 2， 六 一 oo， 一 pe 二 十 co 

却 可 以 有 确定 的 意义 . 它们 依次 表示 , 1 ) a 要 么 是 一 个 数 , 要 


也 ”当然 , 正确 的 表述 应 当 是 


lim tan 一 十 sa， Lin tan r= — oo0. 
= 一 各 一 白 上 ~ 吾 十 0 
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公 是 符号 一 oo 2} 2 要 么 是 一 个 数 , 要 么 是 符 导 十 coo;3)c 是 
一 个 数 . 

最 后 , 在 谈 到 函数 y 二 f(z) 的 极 跟 存在 时 , 必须 准确 地 
声明 ， 我 们 这 里 所 说 的 是 存在 一 个 数 ， 它 是 这 个 晤 的 极限 , 或 
者 我 们 也 将 允许 符号 十 oo ,一 ce 作为 极限 . 当然, 在 这 里 的 本 
语 癌 题 上 上 我们 显然 可 以 取 丙 种 说 法 中 的 任何 一 个 ， 于 是 乎 笔 
样 选择 就 应 当 看 它 是 否 适 全 . 通常 约定 拒 “y 有 极限 ”理解 为 
存在 着 一 个 数 作 为 量 ， 的 极限 ， 如 末 规 要 对 这 个 论断 作 广 六 
的 建 解 ， 山 应 作 专 门 的 声明 .在 今后 我 们 都 将 这 样 处 理 . 

Cauchy 准则 极限 理论 的 最 重要 的 问题 之 一 是 ; 已 类 
项 数 y 一 fx)，, 要 间 ， 当 x 一 a 时 它 是 省 有 极限 ? 在 此 : 1) 
按 照 我 们 的 约定 要 讨论 的 是 这 样 的 数 5 的 存在 问题 ， 使 当 
Ta 有 Hy 2) 反 产 ,dd 可 以 是 数 ， 也 了 以 是 等 导 十 ce 与 
一 ce 两 者 之 一 : 3) 在 此 河 题 中 只 “ 谈 员 极 艰 的 存在 性 问题 ， 至 
于 怎样 去 找 出 这 里 的 极限 ， 我 们 月 前 完全 不 必 去 管 它 ， 

下 述 的 极限 存在 的 重要 准则 是 十 分 重要 的 工具 ， 特 别 在 
理论 研究 中 是 这 样 ， 

Cauchy 准则 要 使 函数 ?一 {7T) 当 x 一 a 时 有 极限 , 必 
须 而 且 只 需 下 述 条 上 忻 得 到 满足 ，(A) 无 论 对 于 怎样 小 航 正 报 
5， 部 认 在 着 数 (或 符号} a 的 一 个 这 样 的 邻 域 UU， 使 得 对 邦 
域 U 中 的 任何 两 个 数 x) 和 r+;， 都 有 

(Fr) 一 了 Cs) < 

证 朋 . 3) 设 当 z 一 & 寻 量 y 赵 近 于 数 上 依照 极限 的 定 

义 ， 下 在 着 数 ax 的 这 样 的 邻 域 上 六， 使 得 当 * 拭 U 时 有 
5 一 序 雪 Atz) 开 0 十 于， 


因此 , 车 xz; EU 且 x; EU, 则 fr) 及 f(xs) 均 介 于 5 一 = 
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与 5 十 了 之 间 ， 因而 彼此 之 差 小 于 s. 这 就 证 明了 条 件 (A) 的 
必要 性 . 

2) 现在 设 条 件 (A) 成 立 . 对 每 一 个 良 然 数 ”都 存在 着 数 
a 的 这 样 一 个 邻 域 口 ,, 使 得 当 x € 口 ,，zxs EU 时 我 们 总 有 

fe) 一 fr) | < (3) 
我 们 可 以 把 每 一 个 这 桩 的 邻 域 U, 都 取 为 区 间 ( 闭 的 ), 同时 
我 们 有 权 假 设 Uii 入 UG 一 1.2) ,实际 上 , 大 区 间 U,, 
不 是 区 加 UU, 的 部 分 , 则 我 们 通常 取 区 间 可 与 +: 的 公共 部 
分 541 来 代替 Ut, 很 明显 ， [7 是 区 间 ， 日 Up 上 UU,, 
并 且 对 任何 Zl 全 Urs Xs E Ur 我 们 都 有 
HGz 一 了 (xs)| 之 = 二 

所 以 邻 域 U.+, 在 任何 情况 下 都 是 可 以 用 来 代 普 邻 域 U,i, 的 

因为 函数 了 (x) 在 区 间 U, 上 是 满足 条 件 (3) 的 ， 则 函数 
在 此 区 竟 上 所 到 的 值 的 整个 集合 M, 将 落 在 长 度 为 二 的 菜 个 
区 间 和 之 内 . 但 局 ,i CU,, 因 调 M4 CH， 因而 区 问 和 1 
将 整个 地 落 在 区 间 4, 之 内 : 和 41 Ch; 又 因为 当 n 一 oo 时 区 
间 A 的 长 度 十 将 趋 近 于 零 , 则 区 间 序 列 和 4.(1,2,…) 将 构成 
收缩 的 区 间 套 . 根据 第 一 讲 的 引 理 2(p. 21) 我 们 就 可 以 疡 
定 ， 存 在 着 唯一 的 一 个 数 上 属于 所 有 的 区 间 A 

最 后 ， 我 们 来 证 明 lim y = 6 为 此 我 们 以 V 来 表示 数 。 
的 任意 邻 域 ， 依 照 这 个 数 的 定义 ,对 任何 充分 大 的 a 及, CC 


中 最 热 ， 它 是 非 空前 . 
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.所 专著 了 EU 则 Fi EE M,C 忆 为 CV， 由 此 , 依照 航 
限 的 定义 应 有 lim y = 以. 

这 样 一 来 ,Cauchy 准则 就 已 完全 证 明 ,. 特别 地 ,要 使 数 序 
列 
有 极限 ,必须 而 且 愉 需 , 对 生意 的 e 半 0 以 及 任何 充分 大 的 n 
和 rw， 都 有 

[a 一 a < E， 

Cauchy 准则 只 在 证 明 某 些 个 别 的 阴 数 的 极限 存在 性 时 , 在 很 
少 有 的 情形 下 ， 才 得 到 具体 的 应 用 ， 为 此 常常 采用 更 为 简单 
的 准则 ， 但 这 种 准则 不 是 极限 存在 的 特征 ， 嗓 不 是 必要 充分 
的 准则 . 相反 地 , 在 一 般 的 理论 研究 中 ,Cauchy 准 刚 正 是 出 
于 这 个 特点 ， 却 能 起 到 几乎 是 不 可 可 代 的 作用 ， 这 一 点 我 们 
即将 看 到 ， 

关于 基本 定理 的 注 记 .极限 香 论 的 基本 定理 , 即 和 、 差 、 
积 等 极限 定理 ， 你 们 当然 是 很 熟悉 的 ， 我 们 这 里 不 仅 不 需 青 
去 证 明 ， 而 且 也 不 必 去 陈述 它们 ， 但 与 这 些 定 理 相关 的 一 个 
注 记 我 们 还 必须 给 出 ， 因 为 这 个 注 记 对 于 整个 一 系列 定 理 都 
是 相同 的 ， 我 们 将 只 以 其 中 的 性 一 个 为 例 来 加 以 说 明 ， 

当 我 们 谱 到 “两 个 量 之 和 的 极 眼 等 于 它们 的 极限 之 和 ” 
《在 大 量 “ 简 略 ” 的 教程 中 正 是 使 用 这 样 篇 单 的 措 词 的 )， 
而 我 们 这 里 指 的 是 《尽管 没有 提 到 这 一 点 )， 所 有 的 3 个 量 
《两 个 如 项 以 及 和 ) 都 是 有 极限 的 , 并 且 问 题 公 只 涉及 这 些 极 
眼 之 则 的 关系 ， 实 际 上 ， 我 们 这 里 根 设 多 于 所 需 ， 只 需 假 设 
这 两 个 加 项 每 一 项 都 存在 极限 就 够 了 ;因为 这 时 可 以 证 明和 
必 有 极限 (等 于 加 项 的 极限 之 和 7. 对 这 个 证 明 不 需 任 何 附加 
的 讨论 ， 这 个 结果 可 以 从 和 的 极限 的 定理 的 任何 证 明 中 自动 
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地 得 出 ， 成 为 一 个 附加 的 结果 . 

反之 ,从 和 有 极限 则 不 能 直接 推出 每 一 个 加 项 都 有 极限 . 
实际 上 ， 设 量 y 当 xz 一 «a 时 不 趋 近 于 任何 极限 ,很 显然 ， 量 
1 一 » 也 同样 地 没有 极限 , 但 是 这 两 个 量 之 和 《是 一 个 常数 ， 
yy 十 1 一 yy 一 1) 当 z 一 4 时 有 极限 1. 

这 也 就 是 说 ， 关 于 和 的 极限 的 定理 的 最 完整 的 陈述 应 当 
说 残 是 ， 下 忆 汪 的 和 有 人 个 当 * 一 a 人 


是 中 四 刘 哩 和 虽 胡 和 主 和 本 了 @ 得 


重生 


区 康之 和 ， 所 有 这 一 家 风纪 各 有关 仅 的 了 

部 分 极限 ， 上 极限 和 于 极限 . ”我 们 现在 需要 来 详细 研 
究 变 量 x 的 这 样 的 函数 ， 这 些 函 数 当 上 一 a 时 没有 极限 ， 所 
有 “简略 ”的 教程 通常 基 完 全 不 研究 这 个 问题 的 . 

好 果 对 于 数 a 的 无 论 怎样 的 邻 域 上 以 及 数 5 的 无 论 怎 
样 的 邻 域 vw， 都 可 以 找到 一 个 异 于 a 的 点 x EU, 使 得 f(x) 

7, 当 zz 一 & 时 我 们 称 数 上 是 函数 y = f(x) 的 部 分 极限 . 
这 个 简单 的 定义 不 加 任何 改变 可 以 推广 和 天 5 是 符号 十 oo， 
一 0 之 一 的 情形 ,这 就 是 膏 ， 部 分 极限 5 是 这 样 的 数 , 使 得 
不 论 震 样 靠近 a, 总 可 以 找到 xz 值 , 使 相应 的 量 y 任意 地 接近 
于 5 [ 当 e 或 2 是 十 ee 时 ， 我 们 当然 应 当 把 “任意 接近 于 = 
《或 四 ”改变 成 “任意 大 的 数 "， 当 a 或 5 是 一 ce 时 也 完全 类 
似 ]. 

相 人 坊 地 ， 我 们 也 可 以 定义 当 oo 时 数列 ajas ,rs sa， 
- 的 部 分 极限 . 

如 果 lim y 存在 ， 则 正如 我 们 从 极限 概念 的 定义 中 所 直 
接 看 到 的 那样 ， 它 必然 也 是 量 y 的 一 个 部 分 极限 (有 是 唯一 
的 )， 而 不 管 这 个 极限 是 一 个 数 或 是 符号 十 ce 与 一 co 两 虱 之 
一 ， 但 如 果 这 个 极限 不 存在 ， 则 这 个 量 y 至 少 有 两 个 不 同 的 
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部 分 极 腿 ， 这 也 就 是 说 , 任何 函数 ?= fx) 当 r 一 aa 时 都 至 
少 有 一 个 部 分 极限 ， 要 使 部 分 极限 是 唯一 和 的， 必须 而 且 只 清 
limy 存在 . 

要 证 明 这 些 论 断 的 正确 性 ， 显然 ,我们 必须 证 明 两 个 命 
题 ， 

命题 1 任何 函 数 y 二 f(z) 当 z 一 a 时 都 至 少 有 一 个 
部 分 极限 . 

命题 2。 如 果 上 5 是 涓 数 y 一 f(x) 当 z 一 a 时 的 唯一 部 
分 极限 ， 则 lim y 一 

所 有 这 些 情形 黑 ,所 有 的 极限 和 部 分 极限 都 可 以 是 数 ,也 
可 以 是 符号 十 ee 爱 一 cc. 

命题 1 的 证 明 ， ”车 符 导 十 co 与 一 中 之 一 是 量 y 的 当 
x 一 4 时 的 部 分 极限 , 则 命题 已 经 得 证 , 因此 我 们 假设 这 里 不 
是 这 样 , 并 扣 指 明 这 时 存在 着 一 个 数 5, 它 是 量 y 当 z->a 时 
的 部 分 极限 . 

但 车 无 论 十 吕 或 者 一 一 都 不 是 峭 数 f(z) 当 z 一 a 时 的 
部 分 极限 的 话 ， 则 很 显然 , 存在 着 这 样 的 一 对 数 as,B (a 一 
B)， 使 得 对 任何 充分 洁 近 a 的 x, 都 有 

as rr < 有 

符 别 地 ， 这 就 表明 ， 侍 数 < 有 人 条令 雪 册 都 可 以 入 和 这 
们 表 之 以 A 和， 我 们 约定 只 用 4 这 个 字母 来 表示 区 同 4 所 具 
有 的 以 上 所 陈述 的 性 质 ， 如 果 我 们 将 此 区 闻 等 分 ， 则 其 两 个 
半 区 间 中 有 至少 有 一 个 具有 性 质 4{ 因 为 车 数 a 的 邻 域 U 不 含 
任何 使 得 f(x 属于 左 半 区 总 , 的 ,而 邻 域 则 不 会 任何 
使 FKz) 属 于 其 右 区 了 间 的 xz 的 话 , 则 作为 这 两 个 部 分 Pr 与 U。 
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的 会 蕉 部 分 所 组 成 的 邻 域 2 很 显然 将 不 包含 任何 使 f(x》 
E 上 的 点 xz, 即 区 间 4 下 具有 性 质 43. 我 们 再 用 4: 来 表示 
区 间 4, 的 具有 性 原 4 的 一 半 ， 并 是 重复 进行 我 们 对 区 闻 4 
所 进行 的 工作 ， 即 把 它 平分 且 把 具有 性 质 4 的 一 半 表 之 以 
4i. 无限 继续 这 个 过 程 , 很 显然 , 我 们 就 得 到 一 -个 收缩 的 区 间 
套 ,Aorda ss 设 关 就 是 根据 收 顷 区 问 套 引 理 而 一 定 
存在 的 属于 所 有 这 些 区 间 的 唯一 的 公共 的 数 , 并 以 LU 和 YP 来 
表示 数 a 及 5 的 相应 的 邻 域 . 依照 数 5 的 定义 ,可 以 找到 一 -个 
区 滞 4 忆 Y,， 但 每 一 个 区 间 六 都 具有 性 质 4, 因而 存在 着 这 
样 的 一 个 数 z E U, 使 得 Agz) E 么 反 Y 但 此 即 表明 , 是 
量 ? 当 z 一 aa 时 的 部 分 极限 . 

命题 2 的 证 明 . 出 命题 1, 晤 yx 妆 z 一 a 时 至 少 有 一 个 
部 分 极限 5， 若 关系 式 lim y 一 不 成 立 ， 则 存在 着 数 〈 或 符 
号 ) 志 的 一 个 邻 域 VV 具有 以 下 性 质 ， 对 数 或 符号 ) a 的 任何 
邻 域 口 , 都 可 以 找到 这 样 的 <, 使 得 相应 的 f(x) 不 属于 V. 因 
浊 ， 很 显然 ， 应当 有 下 述 两 种 情形 之 一 成 立 ; 要 么 符 导 十 co， 
一 se 中 有 一 个 , 而 县 不 是 5 是 量 yy 的 当 z-*<“ 时 的 极限 ,要 
么 存在 郑 耻 外 的 一 个 区 间 Las, 使 得 数 ( 或 符号 ya 的 任何 
邻 域 0 都 包含 有 这 样 的 z+， fCr) E [a,Bj. 在 前 一 种 情形 , 命 
题 2 得 证 ， 在 第 二 种 情形 ， 如 同 我 们 在 命题 1 的 证 明 过 程 中 
所 做 的 那样 ， 我 们 同样 可 以 证 明 : 量 1 当 A 时 有 部 分 极 
限 &' 属于 区 加 [a, 让 ,因而 不 等 于 #5, 这 就 是 说 ,此 时 命题 2 也 
得 证 . 

二 是， 我 们 就 证 有 明了， 在 已 知 过 程 中 任何 没有 极限 的 量 


中 译 者 广 . 0 = UN UU. 
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都 至 少 应 当 有 两 个 部 分 极限 . 一 般 说 来 ， 不 可 能 做 出 更 多 的 
结论 了 . 如 量 y 一 (一 1)"( 其 中 是 自然 数 ) 当 2 一 co 时 , 很 
显然 地 丝毫 不 差 地 有 两 个 部 分 极限 十 1 和 一 1， 男 一 方面 , 存 
在 着 这 样 的 量 , 在 其 变化 过 程 中 可 以 有 无 穷 多 个 部 分 极 鼎 ,如 


瑞 数 y = sin 二 当 z -一 0 时 就 以 区 则 [一 1, 十 1] 上 的 所 有 数 


作为 其 部 分 极限 .实际 上 ， 当 x 一 0 时 量 土 连续 县 无 限 地 增 
加 ,因而 其 正弦 无 数 次 地 从 一 1 到 十 1 连续 反复 地 变化 . 无 
论 到 区 间 [ 一 1, 十 1] 之 中 的 哪 一 个 数 8, 我 们 总 能 找到 这 样 
小 的 一 个 数 =《 即 在 数 0 的 任意 小 的 邻 域 中 ) ， 便 得 


: 
sn = pf. 


尽管 如 同 我 们 刚刚 看 到 过 的 ， 大 多 数 部 分 极限 作为 一 个 
集合 而 言 ， 具 有 完全 不 同 的 特征 ， 但 在 其 部 分 极限 集合 的 榴 
造 上 却 有 着 对 任何 变量 都 共有 的 特征 ， 而 这 些 竺 征 对 数学 分 
本 来 研 恰 怡 上 共有 本 质 上 的 重 事 性， 我 们 现在 就 来 给 出 其 中 的 
-一 些 . 

性 质 1I， 若 数 【或 符 配 ) 五 不 是 量 * 当 一 4 时 的 部 分 
厄 限 , 则 存在 着 数 瑟 (或 斜 号 ) 的 一 个 领域 六， 其 中 不 含 任 何 
一 个 这 样 的 部 分 被 限 为 其 内 点 . 

实际 上 上 ， 如 果 声 不 是 量 y 当 工 一 a 时 的 部 分 极限 ， 则 存 
在 着 数 5 (或 符号 ) 的 这 样 一 个 邻 域 V 及 数 a (或 符号 ) 的 这 
样 一 个 邻 域 品 ， 使 得 当 z 工 EU 时，y 不 属于 开 区 间 六 ! 但 因 
为 区 间 Y 是 其 任何 内 点 的 邻 域 , 划 对 VV 的 任何 内 点 上 述 性 质 
者 成立, 因而 所 有 这 些 内 点 作为 一 个 数 ,都 不 是 量 y 的 当 式 一 
2 时 的 部 分 极限 ， 于 是 性 质 1 得 证 . 

在 讲述 性 质 2 之 前 ， 我 们 注意 如 下 的 事实 ， 
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若 已 知 量 y 当 z 一 a 的 部 分 极限 中 有 符号 十 oo 时 ， 则 我 
们 自然 把 这 个 部 分 极限 理解 为 最 大 的 , 类 似 地 , 对 符号 一 o2， 
如 果 它 是 量 y 的 部 分 极限 . 则 把 它 理解 为 最 小 的 ， 作 了 这 些 
约定 ， 我 们 现在 就 可 以 来 讲述 性 质 2 了 . 

性 质 2. ”任何 变量 的 所 有 部 分 报 限 中 总 有 最 大 的 和 最 
小 的 . 

你 们 当然 明白 ， 这 个 结论 远 不 是 自明 的 ! 因为 例如 开 区 
间 (0,1) 之 中 就 既 没 有 最 大 的 数 , 也 没有 最 小 的 数 ,一 般 说 来 
远 不 是 在 任何 数 集中 都 有 最 大 的 数 和 最 小 的 数 (或 符号 ). 我 
们 命题 的 意义 就 在 于 ， 绝 对 不 是 任何 集合 都 可 以 是 变量 的 部 
分 极限 的 集合 (从 性 质 1 也 可 以 看 出 这 一 点 ), 它 可 能 具有 某 
种 专门 的 特点 ， 其 中 之 一 拉 是 ， 它 外 合 有 最 大 的 数 和 里 小 的 
数 或 符号 )， 我 们 来 证 明 这 一 点 . 

首先 我 们 将 只 讨论 关于 最 大 部 分 投 限 的 情况 ， 因 为 最 
(这 是 先 已 说 明 的 ) 部 分 极限 的 所 有 讨论 可 以 完全 类 似 地 得 
出 . 

我 们 可 以 假设 符号 二 不 是 已 知 变量 的 部 分 极限 (否则 ， 
如 同 已 经 指出 的 ， 它 就 是 最 大 部 分 极限 ， 人 恰好 正 是 性 质 2 要 
证 明 的 )， 根据 性 质 1， 由 此 得 出 在 符号 十 cc 的 某 个 邻 域内 没 
有 部 分 极限 。 换 言 之， 所 有 的 部 分 极限 都 小 于 某 个 数 ， 如 果 
我 们 的 已 知 量 唯一 的 部 分 极限 是 以 符号 一 o 来 表示 的 ， 则 它 
同时 也 就 是 最 大 部 分 极限 ， 于 是 性 质 2 得 证 ， 因 此 我 们 可 以 
设 已 知 量 的 部 分 极限 中 存在 着 某 个 数 

现在 我 们 将 所 有 实数 的 集合 按 下 述 原则 分 成 4 和 厂商 
类 ; 若 在 z 右边 有 已 知 量 的 哪怕 是 一 个 部 分 极限 , 则 x € 4， 
否则 就 令 = E 8. 你 们 当然 容易 证 明 ， 这 个 分 划 是 一 个 分 割 
设 a 是 其 一 个 界 ; 我们 来 证 明 a 是 已 知 量 的 最 大 部 分 极限 . 实 
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际 上 , 首先 x 是 一 个 部 分 极限 , 因为 反之 由 性 质 1, 数 «的 茶 
个 邻 域 (a yas) Ca 之 a 之 aj) 将 不 包含 任何 一 个 部 分 极限 ， 
但 由 不 等 式 m 过 a 我 们 得 出 和 E 4,， 因此 的 右边 应 当 有 部 
分 极限 ， 又 因为 在 区 间 [wez] 上 没有 这 样 的 部 分 极限 ， 则 它 
们 应 在 om 的 右边 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 于 不 等 式 w > w， 
则 e E B. 其 次 , a 的 右边 是 没有 部 分 极限 的 ,内 为 蔡 有 > 
是 部 分 极限 欧 话 ， 则 对 任何 介 于 a 与 8 之 间 的 Y (ae<y<P)， 
我 们 应 当 有 : 贝 Y 守 a, 央 YE 8B, 而 同时 又 由 8 半 7Y,， 有 7 去 
4. 这 是 不 可 能 的 , 因为 定义 一 个 实数 的 分 割 , 其 4 类 与 B 类 
不 会 有 公共 的 数 . 这 就 是 说 , 数 a 实际 上 是 已 知 量 的 最 太 部 分 
极限 . 于 是 性 质 2 得 证 . 

这 样 一 来 ， 任 何 变量 在 其 变化 过 程 中 都 有 最 太 和 最 小 的 
部 分 极限 ， 这 两 个 部 分 极限 有 着 重要 的 意义 ; 它们 分 别称 向 
是 量 y 一 .zy 当 x >a 时 临 上 极 替 和 下 极 妊 ， 并 用 以 下 符号 
表示 ， 

limf (xz) limf (lr), 
或 者 和 
lim sup f(x) 不 lim inf fF Cx). 
显然 地 ,总 有 
lim sup A(x) 次 lim in F (xr). 

此 外 ， 这 两 个 数 可 以 育 任 何 值 ， 同 时 其 中 的 每 一 个 或 者 两 者 
一 起 都 可 以 是 符号 十 oo 或 一 =o。 当 x ~ a 时 量 》 称 为 是 有 界 
的 ， 交 条 当 <= 一 4a 时 其 上 下 极限 都 是 数 的 话 ; 而 如 果 两 者 中 哪 
怕 有 一 个 取 符 号 十 ce 或 者 一 co 的 话 ， 则 称 其 为 无 界 的 . 很 显 
然 ， 当 x 一 a 时 量 yy 的 有 界 性 意味 着 存在 有 这 样 的 数 a 和 8 
以 及 数 a 的 这 样 的 邻 域 U， 使 得 对 任何 xz EU， 都 有 
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< rr pp. 
要 使 lim y 存在 ( 数 或 者 符号 ) ， 必 须 而 峡 只 需 有 关系 ， 


lim y = lim y, 


Ee | 


因为 上 、 下 极限 二 者 重合 等 价 于 部 分 极限 的 唯一 性 . 
介 于 lim y 以 及 lim > 之 间 的 数 可 以 是 ， 也 可 以 不 是 量 y 


当 工 一 4 时 的 部 分 极限 ， 我 们 前 面 已 经 见 到 过 了 两 个 这 样 的 
极端 的 例子 : 1) 介 于 这 两 个 数 中 的 任何 一 个 数 都 不 是 部 分 极 
限 ，2) 反之 ， 介 于 其 中 的 每 一 个 数 都 是 部 分 极限 . 一 般 说 来 
它们 之 辣 有 一 些 数 是 部 分 极限 ， 而 另 一 些 则 不 基 . 

有 时 上 、 下 极限 是 以 另外 的 形式 来 定义 的 ， 这 些 另外 的 
定义 方法 不 仪 对 于 大 广 和 具体 化 对 这 些 概 念 本 身 的 了 解 是 有 
益 的 , 而 且 对 其 应 用 也 是 有 益 的 . 数 ( 或 符号 六 称 作 当 x 一 a 
时 量 y 二 f(z) 的 上 极限 ， 各 时 到 于 无论 条 伴 的 数 < 和 (或 


| 
党 和 司 时 学 
和 


朗 想 证 明 新 定义 等 价 于 前 面 的 定义 ,我 们 首先 注意 到 , 若 
数 或 符号 5 依照 新 定义 是 量 y 的 上 极限 ， 则 5 很 显然 地 是 这 
个 量 的 部 分 极限 . 车 还 存在 着 部 分 极限 汪 5, 则 我 们 可 以 找 
到 数 a,8,a' ,8 使 得 
opr A 
问 时 , 因为 疡 是 部 分 极限 , 则 数 a (或 符号 ) 的 任何 领域 六 应 


中 译 者 注 . 如 果 a 起 一 个 符 导 , 例如 as 一 十 ce ,， 则 * 这 样 小 "的 邻 
域 芝 应 理解 为 可 以 找到 一 个 数 5 可 能 是 很 六 的 ) Y, 使 得 其 中 有 > 邮 
{za}. 
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当 包 含有 使 得 <y 近 六 的 数 , 由 此 得 y 放 8. 但 这 很 好 
然 地 与 问 依 照 新 定义 是 上 极限 这 一 事实 相 了 矛盾 . 

反之 , 我 们 现在 设 5 是 量 y 当 = 一 aa 时 的 最 大 部 分 极限 ， 
车 a 过 5 之 BB， 则 数 ( 或 符号 Ya 的 任何 分 上 城 U 就 包含 使 得 a 二 
yy 之 8 的 数 z (依照 部 分 极限 的 定义 )}. 要 证 明 #5 是 量 y 在 新 定 
义 下 的 上 极限 , 余下 外 要 证 明 对 适当 选择 的 邻 域 U 我们 对 任 
何 z<EU 都 有 yy 所 8. 

车 # == 十 59， 则 没有 人 和 什么 要 证 明 的 ; 着 不 是 这 样 , 即 十 ce 
不 是 部 分 极限 (因为 5 是 最 大 部 分 极限 )、 这 就 意 昧 着 ,在 在 
着 这 样 的 数 yo 以 及 数 (或 特 导 ) a 的 这 样 的 邻 域 UU 使 得 对 
任何 z E Ui, 都 有 yy 过 yo 若 yo 记 8， 则 所 求 的 一 切 均 已 得 
证 . 车 yo 守 B, 则 区 闻 [8,yol 内 的 每 一 个 数 4 都 不 是 部 分 极 
限 且 有 与 数 a (或 符号 ) 的 这 样 的 邻 域 UU 对 应 的 邻 域 V， 对 
任何 地 EL， rr) 一 2 位 于 7 之 外 . 开 区 间 7 覆 盖 了 区 问 
L2,y%] 应 用 Heine-Borel 引 理 《第 一 讲 引 理 3)， 我 们 可 以 得 
到 区 间 [8,yc] 的 一 个 有 限 覆盖 了 ,7 六， 这 里 设 忆 是 
邻 域 [es :Ca, ye" Ua, 时 公共 部 分 ， 很 显然 U 是 数 芝 (或 
符 与 ) 的 这 样 的 邻 域 , 使 得 车 EU, 则 相应 的 > 值 不 可 能 属 
于 区 六 ,VV 中 的 任何 一 个 . 换言之 , 对 任何 x EUV 
均 有 yy 之 8. 我们 的 命题 得 证 . 

不 言 俩 喻 ， 也 可 以 得 到 ， 下 级 限 的 类 和 似 的 新 定义 ， 并 且 
新 老 定 义 之 出 的 等 价 性 可 以 以 完全 类 似 这 里 的 方法 得 到 证 
明 . 

若 想 以 更 加 具体 的 观点 来 看 这 个 抽象 体系 ， 则 在 我 们 眼 
前 打开 了 这 样 一 幅 坪 画 : 可 以 用 下 述 的 基本 线条 来 描述 它 ,而 
不 求 任何 形式 上 的 严格 性 ， 变 量 在 其 某 个 变化 过 程 中 时 而 趋 
近 于 一 个 数 ， 暑 而 欧 近 于 筋 一 个 数 ， 时 而 扑 近 于 第 三 个 数 ， 
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nee . 我 们 称 数 5 是 已 知 量 的 部 分 极限 ,者 变量 在 过 程 的 越 来 
越 后 的 阶段 ， 一 而 再 地 如 此 接近 于 数 h (同时 完全 可 能 的 是 ， 
在 两 次 趋 近 5 之 间 , 它 可 以 偏离 数 5 十 分 远 , 重要 的 仅仅 是 ， 
或 迟 或 早 它 又 要 离 & 的 距离 任意 小 ). 若是 唯一 的 这 种 吸引 
中 心 , 则 显然 , 我 们 的 量 y 不 仅 可 以 变 到 离 5 任意 近 , 而 县 最 
终 变 得 一 直 如 此 靠近 于 5， 这 样 我 们 就 有 lim y 一 6， 一 般 说 
来 ， 无 论 我 们 注视 变量 y 变化 过 程 和 多么 久 ， 它 都 像 不 减 幅 的 
摆 一 样 在 已 知 的 范围 内 上 来 回 不 断 地 振动 ， 这 样 的 量 y 就 不 
趋 于 和 什么 极限 ， 而 这 个 范围 的 界限 (其 中 可 能 会 过 到 一 oo 和 
十 se) 则 是 我 们 所 说 的 这 个 量 的 上 极限 和 下 极限 . 

多 元 函 雪 的 极限 ， 我们 下 面 还 要 研究 几 个 与 密 元 函数 
有 关 的 不 太 复 杂 的 极限 理论 的 问题 . 这 里 为 叙述 简便 起 见 , 我 
们 将 只 谈 及 两 个 自 变量 的 函数 ， 这 里 所 述 的 一 切 ， 作 一 些 相 
应 的 明显 的 改变 后 ， 就 可 适用 于 任意 多 个 变量 的 函数 . 

白 变量 zx 与 y 的 每 一 对 值 我 们 都 用 坐标 平面 (rz,y) 上 的 
点 来 表示 ， 并 且 今 后 为 篇 便 计 我 们 将 把 点 (a ,5) 理解 为 这 些 
变量 的 一 对 值 x 二 a, yy 一 点 (a,5) 的 邻 域 我 们 将 理解 为 平 
面 (x,y) 0 的 任何 包含 此 点 在 内 的 邻 域 ， 这 个 邻 域 可 以 是 回 、 
抠 形 或 更 复兴 的 形式 . 术语 “点 (a, 纪 的 邻 域 ”我 们 认为 ， 当 
a 或 者 5 或 者 两 个 字母 一 起 都 是 符号 十 cc 或 一 ce 时 都 是 有 意 

的 . 因为 若 a 是 数 , 而 2 是 符号 十 ce, 则 点 (a;5) 的 邻 城 是 
任何 形 如 rw<<z<p,y>7Y( 其 中 ae<a<8, 面 7 是 任意 
的 ) 的 区 域 (图 8)、 若 < 是 一 ce ， 而 二 仍然 是 十 ce 的 话 ， 刚 
ay) 的 邻 域 则 是 任何 形 如 xz 过 a, y 汪 B8 (其 中 ,8 是 任意 的 


中 其 存 下 述 性 质 的 平 而 点 集 我 们 称 之 为 平面 邻 域 ， 若 点 属于 此 
集合 ， 则 可 以 找到 以 此 点 为 中 心 的 一 -个 图 ， 鉴 个 地 属于 这 个 集合 . 
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图 8 图 9 
我 们 说 柳 数 = = {x,y) 当 工 gy 下 Y 百 时 世 数 (或 符 
号 }e 为 其 极限 ， 典 是 指 对 于 数 ( 或 符号 )r 的 任何 邻 域 V 都 可 
以 找到 点 ta,5) 的 这 样 的 邻 域 ,对 任何 C(x;yy) E U(r,y) 
和 关 (ay 6)) 我 们 都 有 zx EV. 把 此 事实 记 成 如 下 形式 : 
limzx 一 上 或 者 = 一 上. 《二 


在 混 定 义 下 ， 对 一 元 函数 所 建立 的 整个 极 寂 理论 可 以 很 
容易 地 、 自 然 地 移植 到 二 维 的 和 情形， 特别 是 ， 部 分 极限 、 上 
极限 和 下 极 跟 的 概念 的 定 闵 种 性质 都 能 保持 , Cauchy 准则 及 
其 证 明 也 间 样 有 效 . 

至 于 其 论证 ， 则 同一 维 的 情形 完全 类 似 ， 唯一 的 区 别 在 
于 : 我 们 现在 要 用 到 二 维 的 和 町 助 定理 ， 如 二 维 的 收缩 邻 域 系 
定理 , 二 维 的 Heine-Borel 引 理 等 等 . 所 有 这 些 辅助 定理 的 证 
有 明 如 同一 维 情 形 一 样 地 简单 ， 方法 也 都 一 样 . 因此 我 们 不 必 
在 此 对 其 多 加 解释 ， 

必须 把 到 次 要 


limtdimz) 态 mtlm z) (5) 
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极限 di 


与 二 重 极 限 (4) 严格 区 分 开 来 ， 这 里 我 们 有 两 个 逐次 的 一 维 
的 极 轨 过 程 而 不 是 一 个 二 维 极限 ， 与 平面 DOzy 上 的 氮 人 :6) 
的 邻 域 有 关 的 几何 图 形 则 完全 不 见 了 . 因为 要 想得到 
lim (im z) 我 们 需 先 给 y 以 任何 常数 值 从 而 使 变量 > 成 为 变 
量 z+ 的 一 元 函数 ， 再 求 其 当 工 一 a 时 的 极限 . 这 个 极限 可 以 对 
y 的 某 些 固定 的 值 存在 , 而 对 y 的 另 一 些 值 则 不 存在 . 如 果 对 
点 (或 符号 )5 的 某 个 邻 城 V 内 的 所 有 的 3 值 都 存在 , 则 在 此 
邻 域内 limf (x,y) 将 是 单 变量 y 的 函数 ， 因而 我 们 就 可 以 求 
其 当 y 一 45 时 的 极限 . 最 后 , 若 这 个 极限 存在 , 则 它 就 是 


lim im 之 ). 


可 能 有 这 样 的 情形 ， 两 个 之 次 极限 (5) 都 存在 , 但 同时 
二 重 极限 (4) 却 不 存在 ， 便 如 我 们 来 研究 函数 


空 一 


DY 
过 十 3 
在 坐标 原点 附近 的 情形 (这 个 国 数 在 坐标 原点 木 身 无 定义 , 注 
意 不 论 在 二 重 极限 的 定义 里 ， 还 是 在 逐次 极限 的 定义 里 量 
Fa) 都 完全 不 出 现 , 冰 数 在 此 不 取 任 何 值 ; 如 果 愿 意 的 话 ， 
当 工 二 y 二 0 时 可 以 让 函数 * 取 任 何 值 )、 当 国定 zx 关 0 时 
lim zx 一 0， 再 当 固 定 y 关 0 时 limx 一 0, 因而 有 


lim (lim 过 一 lim dim 2) = 人 0, 


另 一 方面 ， 点 (0， 0) 的 任何 邻 域 都 既 包 含有 一 0,3?7 天 0 的 
点 ， 也 包含 有 如 x = y 关 0 这 样 的 点 ， 由 于 第 一 种 情形 下 x 一 
0, 而 在 第 二 种 情形 下 x = 1, 所 以 这 两 个 数 0 和 1 将 都 是 函数 
之 当下 9， yy 一 0 时 的 部 分 极限 存在 至 少 两 个 不 同 的 部 分 
极限 就 意味 着 lim = 不 存在 . 


可 能 有 相反 的 情形 ; 二 重 极限 (4) 存在 , 同时 两 个 逐次 
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极限 65) 却 一 个 也 不 存在 . 研究 函数 
-tn 车 xy 关 0， 
0， 滞 xy 二 0 
在 坐标 原点 附近 的 情形 ， 因 为 对 国 x 十 x 过 忆 的 所 有 点 都 
有 |z| 三 总 ， 所 以 


人 mn = 0; 


另 一 方面 ， 当 ? 一 0 时 固定 < 过 0 也 同样 可 国定 y 天 0 而 令 
z 一 0) ,sin 一 ， 从 而 函数 z, 都 不 趋 近 于 任何 极限 , 也 邑 是 
说 , 极限 lm (7 天 0) 与 Jimz Cz 六 0) 都 不 人 存在， 当然 , 逐 
次 极限 (5) 中 的 任何 一 个 的 存在 性 就 无 从 谈 起 . 
但 是 , 应 当 指 出 , 车 (4》 和 (5) 这 3 个 极限 都 存在 时 ， 它 
们 应 当 是 完全 一 致 的 ， 实际 上 ,， 例如 令 
lim lim 2)} =c, {6&) 
设 V 是 数 ( 或 符号 }c 的 任何 一 个 邻 域 且 忆 是 点 ta,5) 的 任何 
一 个 令 域 ， 由 <6) 则 存在 着 数 ( 或 符号 )a 的 这 样 一 个 邻 域 4， 
使 得 对 任何 xz € 4， 都 有 
lim x 人 六， 
这 个 邻 城 4 是 Ox 轴 的 某 个 区 间 ， 很 明星， 我 们 可 以 在 此 区 
间 上 选取 如 此 靠近 = 的 点 ro， 鸽 得 点 (zy5) 属于 邻 域 立 (图 
1 全 >) ， 国定 此 zo， 由 zz 有 A 我 们 得 到 
cs, = lim ZCEV; 
但 由 裤 限 概念 的 定义 这 就 表明 ， 对 数 (或 符号 ) cs, 的 任何 邻 
域 六， 都 可 以 找 出 数 (或 符号 ) 5 的 这 样 的 邻 域 B-， 使 得 当 
二 ro 以 及 对 任何 ?和 也 ,都 有 = EV'. 但 很 显然 ,这 是 不 


图 10 


妨碍 我 们 把 邻 域 V' 选 得 这 样 小 , 以致 V' 己 V (因为 cs 七 
WV) 另 一 方面 , 因为 点 (x0.5) EE 过 ， 所 以 我 们 可 以 选 荫 如 此 
靠近 5 的 数 yo。E€ 8 使 得 点 (zoyo) 也 属于 今 域 U( 图 10). 

由 于 yo 五 ,此 时 在 点 (ro,y0), xz EV'CV, 现在 注意 
到 由 于 UU 是 点 (a,5) 的 任意 邻 域 以 及 V 是 数 ( 或 符号 )e 的 尾 
意 邻 域 ， 则 我 们 找到 了 点 (xs,yo) EU，, 使 得 > € VY， 这 件 事 
证 明了 c 是 量 z 当 xz ->a,y 一 时 的 部 分 极限 . 如 同 我 们 所 设 
的 那样 , 阁 lim = 存在 的 活 , 则 它 是 唯一 的 部 分 极限 , 因而 应 


当 等 于 c， 此 即 所 要 证 明 的 . 


1 
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何 洛 如 奴 : 一 圾 数 的 定义 域 ， 一 一 连续 性， 一 一 有 蛋 函 
数 ， 一 一 连续 函数 的 基本 性 质 . 初等 函数 的 连续 
性 .一 一 函数 在 一 点 的 振 杜 .一 -间断 点 一 单调 渗 
数 ， 一 一 有 界 变 差 孙 数 . 


何谓 更 数 ? ”我 们 在 第 一 讲 一 开头 就 一 些 问 题 所 提 到 的 
蜡 数 关系 概念 的 定义 ， 是 在 艰 芋 的 斗争 中 产生 并 最 后 取得 胜 
利 的 ， 这 个 斗争 的 反复 直到 现在 还 远 远 没 有 结束 ， 还 有 其 痕 
迹 ， 尽 管 看 起 来 我 们 所 得 的 定义 的 科学 的 现实 性 谁 也 不 再 怀 
疑 了 中 这 场 斗争 的 基本 口号 , 过 去 是 现在 仍然 是 ， 打倒 所 谓 
解析 工具 的 霸权 , 这 种 工具 的 霸权 从 18 世纪 起 就 笼 畦 在 函数 
关系 的 概念 上 ， 这 种 霸权 ， 即 把 解析 表达 式 从 方便 的 研究 工 
且 变 成 为 对 函数 思想 的 主宰 者 ， 并 把 自身 的 规律 性 强加 于 函 
数 概念 . 仅 只 在 数学 科学 自身 的 范围 内 才 多 多 少 少 打破 了 这 


DD 如果 不 算 直觉 主义 学 派 的 话 . 然而 他 们 关于 函数 依赖 性 的 概 
念 绝 不 意味 着 回归 到 老 的 概念 . 
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各 狗 权 ， 而 在 记 用 科学 以 及 帮教 学 中 (其 至 在 高 等 工科 崇 校 
里 ) 它 仍然 在 相当 程度 上 保持 其 影响 , 几乎 每 一 个 工程 师 , 都 
形式 地 看 待 吨 数 关 系 的 科学 定义 《尽管 这 定义 中 一 个 字 都 设 
有 提 到 解析 表达 式 ), 面 把 函数 首先 看 作 是 一 个 公式 , 看 作 一 
个 解析 表达 式 ， 而 照例 不 会 去 思考 解析 表达 式 以 外 的 廿 数 关 
系 ， 这 是 他 们 同 数 学 家 之 加 的 本 质 区 别 ， 数 学 家 习 馈 于 认真 
理解 其 概念 的 定义 ， 因 而 在 他 们 有 眼 里 “函数 ” 汶 个 字 始 终 被 
认为 是 两 个 集合 之 间 的 一 个 对 应 ,其 定义 就 是 讲 的 这 种 对 应 ， 
怎样 也 不 会 把 它 同和 什么 样 的 解析 工具 相 联 系 . 您 们 会 理解 , 正 
是 基于 这 种 情况 ， 我 们 将 站 函 数 关 系 的 意义 上 多 停留 一 下 并 
且 讨论 与 之 相关 的 玫 个 概念 和 表示 方法 . 

也 许 ， 最 好 是 放弃 引入 完整 的 系统 的 分 析 《我 们 也 没有 
时 间 去 做 ) ,而 直接 来 讲 一 些 来 自 对 函数 关系 的 理解 中 的 上 典型 
的 尖 镜 冲突 更 好 一 些 ， 冲 突 的 一 方 是 数学 家 ， 另 一 方 则 是 固 
有 传统 培养 出 来 的 人 ， 这 类 冲突 ， 我 们 这 些 综合 大 学 的 教授 
们 每 年 都 要 在 一 年 级 的 大 学 生 那 里 遇 到 . 这些 学 生 从 培养 他 
们 的 中 学 里 带 来 了 几 百 年 来 的 传统 和 习 慨 . 

现在 我 们 来 讨论 一 个 消 数 的 解析 表示 ， 这 函数 的 几何 表 
示 我 们 已 在 图 11 中 给 出 . 对 照看 一 下 这 个 简单 的 图 形 , 我 们 
就 会 相信 ， 设 想 一 个 现实 的 量 y 按照 所 指明 的 规律 变化 ， 这 
个 想法 中 并 不 包 会 任何 不 能 
容许 的 东西 ， 对 此 结论 ,也 许 
工程 师 或 者 物理 学 家 甚至 比 
数学 家 更 加 深信 不 疑 . 

但 对 提出 的 问题 一 一 解 
本 地 表示 出 已 知 函 数 一 一 数 
学 家 马上 会 写 出 按 他 的 观点 
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维 一 的 可 坟 接 受 的 解答 ，; 
y= 人 {rT 之 0， 
lt (rR 0), 
这 里 蕊 上 就 产生 了 冲突 ， 工程 师 〈 为 简便 起 见 我 们 以 此 
称 那 些 旧 传统 的 代表 ,希望 在 座 的 工程 师 同 志 们 不 要 介意 ) 会 
立刻 抗议 说 数学 家 “ 写 出 的 不 是 一 个 ,而 是 两 个 盘 数 ” 但 数 
学 家 回 管道 ， 1》“ 写 出 医 数 ”一 般 来 说 是 不 可 能 的 ， 能 写 卓 
的 只 是 解析 表达 式 : 2) 他 ,数学 家 ， 实 际 土 是 写 出 了 两 个 解 
析 表 达 式 ， 而 准确 地 指明 对 未 知 量 > 的 哪些 值 该 采用 哪 一 个 
表达 式 来 计算 相应 的 y 值 :3) 根 据 已 采用 的 函数 关系 的 定义 ， 
给 出 了 U1) 式 恰 好 是 定 交 了 一 个 活 数 ， 国 为 根据 此 式 对 x 的 
每 一 个 值 都 只 对 应 量 > 的 一 个 值 ; 4) 最 后 ， 解 析 表 达 式 51) 
确切 地 老 示 了 图 11 中 几何 上 给 省 的 久 数 关系 , 因而 可 以 说 已 
宪 全 回应 了 所 提出 的 任务 .数学 家 还 可 以 补充 说 (但 从 教学 
的 考虑 他 不 会 这 样 做 ); 如 果 一 定 要 强求 的 话 , 他 也 可 以 只 用 
一 个 公式 来 表示 图 11 中 的 函数 : 
y= 1— zl. 之》 
它 对 和 任何 都 通用 其 所 以 不 这 样 做 仅仅 是 因为 表达 式 {1) 
实际 上 比 表 达 式 (2) 更 为 方便 ,同时 从 原则 上 说 这 两 种 表示 方 
法 在 他 看 来 是 完全 等 同 的 .他 还 可 以 走 得 更 远 ， 并 皇 坚 持 按 
照 落 数 关 系 的 定义 ， 请 如 下 面 的 式 子 
六， 当 过 < 之 0， 
YY 二 一 当 二 一 0， 
1 十 + 当 工 人 0 
也 其 给 定 一 个 崔 一 的 画 数 的 局 样 有 价值 的 方法 《 提 12). 
我 们 不 知道 ， 对 此 一 妇 这 位 工程 师 会 如 何 抗 议 ， 但 从 我 


{1) 
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个 人 的 经 验 看 来 , 我 们 做 出 一 个 y 
预测 ， 即 令 他 不 提出 任何 抗议 ， 
他 也 会 不 满意 地 走 开 , 名 年 形成 
的 习惯 当然 不 可 能 通过 一 个 简 
单 的 讨论 而 得 以 消除 . 
另外 一 次 数学 家 谈 到 所 请 | 
Dirichlet 晒 数 的 定义 ， 
1， 车 xz 为 有 理 数 时 ， 
” ”lo， 车 x 为 无 理 数 时 . 
工程 师 会 困惑 地 发 癌 :“ 这 是 一 个 什么 样 的 函数 ? 是 不 能 用 一 
个 会 式 来 写 出 它 ， 也 不 能 从 几何 上 画 出 来 !” 对 北 ， 数 学 家 回 
答 : 1) 在 函数 关系 的 定义 中 没有 任何 一 个 字 谈 到 函数 的 解析 
表示 以 及 几何 图 示 ， 因 而 给 出 一 个 函数 关系 并 不 取决 于 给 定 
这 个 关系 是 用 解析 法 或 是 用 几何 图 形 给 出 的 ，2) 所 述 的 
Dirichlet 国 数 的 定义 对 每 一 个 zx 的 值 都 对 应 唯一 的 » 值 因而 
是 无 可 争议 的 完满 的 定义 ; 3) 最 后 ，Dirichlet 函数 的 几何 表 
孙 实 际 上 是 困难 的 ， 而 同时 用 一 个 公式 来 表示 它 却 是 十 分 简 
单 的 ， 为 此 只 要 用 f(x) 表示 它 就 行 了 . 
工程 师 开 始 时 还 平静 地 听 着 ， 接 着 便 引 发 了 不 可 避免 的 
愤怒 ， 于 是 发 生 了 如 下 的 对 话 : 
工程 是， 一 一 难道 这 也 是 一 一 公式? 
数学 家 ; -一 您 把 什么 叫做 公式 呢 ? 
工程 师 ， 一 一 呀 ， 像 解析 表达 式 y 二 x 一 x 或者» 一 
sin xX, 但 y= ir) 是 什么 样 的 公式 ? 
数学 家 : 一 一 很 好 .这 就 是 说 ， 按 您 的 说 法 ， 记 号 y 一 
sinrz 对 于 被 称 为 正弦 的 已 知 函数 基 解析 由 达 式 , 而 记号 y 一 
f(T) 对 于 Dirichlet 栈 数 而 言 不 也 是 一 种 解析 表达 式 吗 ? 如 
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此 不 同 地 对 待 符号 sin 和 fC ), 是 什么 样 的 原则 区 别 让 您 这 
样 微 更? 

工程 师 ， 一 一 但 每 一 个 有 头脑 的 人 都 知道 公式 y = sinzz 
表示 什么 ,而 表达 式 一 f(x) 对 于 您 称 之 为 Dirichiet 图 数 
来 讲 ， 完 全 是 您 想 篆 出 来 的 ， 并 且 几 乎 谁 世 本 知道 它 表 示 和 慎 
从， 

数学 家 ， 一 一 这 里 看 来 我 们 同 你 们 有 过 约定 ， 你 们 所 指 
的 区 别 〈 我 并 不 否认 有 些 区 别 )， 正 如 你 们 已 经 了 解 的 那样 ， 
并 不 是 原则 性 的 ， 而 只 具有 历史 的 特性 . 因为 当 最 初 用 sin x 
来 表示 函数 的 时 候 ， 对 此 疯 数 还 没有 任何 通用 的 记号 ， 那 时 
对 于 孙 数 y 一 sin x 正如 现在 半 于 Dirichlet 函数 y= 二 (xr) 一 
样 ; 你 难道 可 有 以 说 那 射 蓝 数 > = sinz 是 无 法 作出 解析 表达 式 
的 ,而 后 来 特别 是 当 引 进 了 所 建议 的 记号 并 得 以 通用 之 后 ,这 
曲 煞 又 是 可 以 解析 表达 的 了 ? 而 如 果 我 邻 天 建议 用 y 二 (x) 
来 表示 Dirichiet 函数 ， 过 些 年 后 又 为 整个 科学 界 所 接受 的 
话 , 那 时 难道 你 会 这 样 说 : 它 是 一 个 用 解析 法 表达 的 公式 , 而 
Dirichlet 郑 数 本 身 是 可 以 解析 表示 的 ?你 们 当然 明白 :这 种 对 
解析 表示 的 理解 只 是 一 种 怖 毛 求 壮 的 态度 ， 而 不 具有 任何 一 
操 数 学 春 值 ; 如 果 抛 弃 这 种 理解 ， 你 们 就 不 会 不 明白 ,符号 
了 ( ) 和 符号 sin 一 样 ， 原 则 上 是 有 同样 价值 的 ， 在 这 种 程度 
上 上， 世 就 是 在 这 种 意义 上 Dirichlet 本 数 也 可 以 解析 表示 ， 和 
正弦 种 余 强 函数 一 样 : 对 于 这 个 或 那个 函数 是 否 可 以 解析 迷 
示 的 讨论 ， 一 般 说 来 ， 在 任何 情况 下 都 应 当 被 认为 是 毫 无 意 
义 的 ， 基 为 我 们 可 以 用 任何 符号 来 表示 这 个 函数 ， 并 日 有 充 
分 的 理由 认为 这 个 表示 就 是 它 的 解析 表示 . 最 后 ， 我 可 以 告 
诉 您 们 ,Dirichlet 函数 也 可 以 用 您 们 熟悉 的 符号 表示 出 来 ,但 
我 们 凡 乎 从 来 也 不 使 用 这 个 表达 式 ， 因 为 它 极其 复杂 ， 并 且 
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没有 给 出 认识 此 函数 的 任何 性 质 的 可 能 ， 而 我 们 已 经 给 出 的 
非 公式 化 的 定义 则 一 目 了 然 地 指明 了 它 的 所 有 这 些 性 质 ， 我 
们 一 般 并 不 迷信 和 解析 表达 式 ， 我 们 只 在 当 它 们 能 帮助 我 们 研 
究 已 知 梢 数 关 系 时 才 乐 意 使 用 它们 ， 而 当 没 有 它们 研究 也 能 
照样 进行 时 ， 如 同 这 里 我 们 刚刚 研究 过 的 情形 一 样 ， 则 我 们 
将 毫 不 可 惜 地 抛弃 它们 ， 好 像 一 件 没 有 用 的 工具 一 样 . 

最 后 ， 我 们 应 当 认 为 讨论 到 此 结束 了 ， 因 为 我 们 看 不 到 
我 们 的 工程 师 会 怎样 抗议 ， 另 一 方面 我 们 的 数学 家 已 如 此 清 
晰 地 描述 了 现代 数学 科学 关于 函数 与 其 解析 表达 式 之 间 的 关 
系 ， 对 于 您 们 ， 结 论 是 如 此 明显 ， 再 不 需要 任何 说 明了 ， 

西数 的 定义 域 、 有 内 有 -一 个 与 前 面 紧密 相关 的 问题 还 豆 
稍微 说 一 下 ， 要 使 我 们 能 认为 国 数 y = fx) 是 给 定 的 , 之 无 
例外 地 对 量 x 的 所 有 值 都 能 确定 出 y 的 值 并 不 总 是 必要 的 . 
常常 是 只 有 > 的 所 有 值 的 集合 中 的 这 一 段 或 那 一 段 才 是 客 
少 有 些 现实 意义 的 ， 所 以 ， 在 这 个 区 闻 段 之 外 来 定义 函数 
f(x) 是 毫 乱 目的 的 , 有 时 甚至 是 荒唐 的 .这 里 限制 所 研究 的 
量 x* 的 值 的 集合 的 理由 是 各 种 各 样 的 ， 有 纯粹 逻辑 上 的 ， 也 
有 更 为 现实 的 ， 在 第 一 讲 中 我 们 已 经 多 凶 少 少 地 谈 到 过 ， 例 
如 ; 我 们 要 是 定义 f(z) 为 内 接 于 半径 为 1 的 圆 的 正 x 边 形 的 
周 长 ， 则 显然 按 这 样 的 条 件 它 对 任何 整数 x 详 3 有 定义 , 且 
仅仅 对 这 种 x 有 定义 ， 此 时 我 们 说 y = A(z) 为 x 的 定义 于 
xz 六 3 的 整数 的 集合 上 的 函数 .当然 , 从 形式 上 看 , 什么 也 不 
妨碍 我 们 对 > 的 其 余 的 值 , 以 任何 方式 定义 函数 f(x). 但 车 
无 必要 , 我 们 是 不 会 去 做 这 件 事 的 , 而 不 去 理会 函数 fC) 在 
上 面 提 到 的 集合 之 外 怎么 也 没有 定义 的 问题 , 另 一 个 例子 是 ， 
如 果 在 已 知 的 物理 研究 中 zx 表示 的 是 某 物体 的 温度 (摄氏 温 
度 ), 旭 | 多 半 可 能 是 , 对 小 于 一 273 的 x 来 定义 函数 f(x) 是 这 
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无 意义 、 毫 无 用 处 的 . 

这 就 是 说 ,要求 每 一 个 函数 yf Cx) 对 量 + 的 所 有 的 值 
都 有 定义 是 不 恰当 地 ， 国 为 若 坚 持 强求 的 话 ， 则 我 们 在 一 切 
实际 问题 中 就 必须 以 随心 所 欲 的 、 人 为 的 各 完全 不 必要 的 广 
式 来 扩大 自 变量 信 的 自然 领域 ， 而 仅 在 这 些 领域 内 来 研究 忆 
知 函 数 才 有 意义 ， 这 就 需要 我 们 对 函数 关系 的 定义 本 身 作 必 
要 的 明确 化 . 

我 们 约定 这 样 说 ， 量 * 一 f(x) 是 定义 丰 实 数 集 M 上 的 


和 中 


和 


y, 二 关系 的 这 个 证 广 六 讲 开 浆 所 只是 的 可 丰 加 闪闪 
它 己 土 就 解决 了 所 有 的 困 感 并 且 使 得 我 们 在 研究 每 一 
个别 训 克 小 时 仅 思 于 研究 量 x 的 值 的 这 个 集合 ， 它 就 是 
阔 数 y 的 自然 的 “定义 域 "， 它 规定 了 这 一 项 研究 的 且 标 . 
蜗 数 的 定义 域 的 选择 ， 我 们 知道 ， 林 能 是 受 纯粹 数学 的 
支配 ， 也 可 能 是 受 现 实 的 ， 例 如 物理 的 考虑 所 支配 ， 这 里 必 
须 的 只 是 提醒 您 们 一 个 写法 上 的 模糊 之 处 ， 遗 憾 交 是， 这 是 
经 常 要 嫉 到 的 ， 并 且 基 主要 来 自 于 残存 的 传统 ， 妈 对 销 数 和 
它 的 解析 表达 式 不 加 区 别 ， 孙 数 的 定义 域 时 时 被 当 作 就 是 使 
得 这 样 或 那样 的 解析 表达 式 有 意义 的 区 域 . 例如 说 “函数 
M1 一 Xz 的 定 疼 域 是 区 间 [ 一 1,11” 或 者 “函数 lg 的 定义 域 
是 半 直 线 x > 0”. 当然 这 里 实际 上 说 的 并 不 是 某 一 个 函数 
的 定义 域 ， 而 是 所 给 的 解析 表达 式 有 意义 的 区 域 . 这 样 一 来 ， 
很 可 能 会 有 这 样 的 情形 数学 上 有 大 量 的 这 类 例子 ): 我 们 有 
一 个 定义 于 区 间 [0,2] 上 ， 并 且 我 们 实际 上 对 它 在 整个 区 加 
上 者 有 兴趣 的 画 数 y 一 f(z), 而 当 0 委 工 去 1 时 ， 


y=~V1— x 


如 数 of 


从 中 我 们 无 论 怎样 也 不 能 作出 结论 ， 即 区 间 [1,2] 在 已 知 画 
数 的 年 义 域 之 外 因而 我 们 不 应 对 它 感 兴趣 ， 恰 好 相反 ， 我 们 
将 在 区 间 口 ,2] 上 去 寻找 此 函数 的 另外 的 解析 表达 式 【 当 然 
要 根据 它 的 定义 ). 而 如 果 我 们 找 不 到 的 话 , 则 在 这 个 区 坷 上 
研究 它 ， 我 们 就 要 用 另外 的 ， 非 解析 的 表示 法 了 . 

每 一 个 肾 数 的 定 尺 域 的 选 年 都 要 么 根据 纯粹 数学 的 理 
由 ， 要 各 根据 现实 的 原因 . 但 在 任何 情况 下 这 些 理由 者 应 来 
自 事情 的 本 质 ， 而 不 应 按照 某 个 特定 的 解析 工具 的 纯粹 形式 
的 特性 去 寻找 ， 

过 禁 性 .着手 研究 函数 关系 时 ， 我 们 当然 必须 首先 要 
借助 于 合理 的 分 类 把 某 种 秩序 带 和 我们 面前 的 多 彩 的 世界 . 
第 一 个 分 类 和 和 安排 的 原则 通常 是 { 世 是 有 充分 理由 的 ) 把 所 
有 的 函数 划分 为 连续 的 和 间断 的 ， 并 和 且 数 党 分 析 实 际 上 几 平 
都 是 关于 连续 函数 的 ， 而 只 在 比较 少 有 的 情况 才 来 研究 最 简 
单 的 间 肠 函数 .连续 函数 具有 一 系列 特别 的 性 质 ， 而 间断 晴 
数 一 般 说 来 是 不 具备 这 些 性 质 的 ; 正 由 于 这 些 性 质 ， 连 续 函 
数 的 研究 与 应 用 变 得 轻松 J， 因 而 研究 这 些 性 质 对 于 分 析 来 
说 就 成 为 特别 重要 的 任务 了 . 

我 们 说 消 数 y = f(x) 当 工 二 4 时 (或 者 说 在 点 a) 连续 ， 


站 


奇 lim fx) = flay. 或 者 按照 极限 概念 的 定义 ， 它 等 价 于 ， 
若 对 于 数 f(a) 的 任何 邻 城 YW， 痢 找 得 到 数 4 的 这 样 一 个 邻 域 
U, 使 得 对 任何 z ED 避 ,都 有 zy EV, 也 就 是 说 , 对 于 阴 数 
在 点 a 处 的 连续 性 , 首先 要 求 极限 lim f(T) 存在 ， 其 次 要 求 
文 个 极限 与 陪 数 在 + 二 a 处 所 取 的 值 要 相同 . 不 言 而 喻 , 第 二 
条 不 能 从 第 一 条 推 得 ， 如 肾 数 

7172， 扫 关 天 人 


{TY = (3) 
A 1， 当 二 一 0， 
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即 是 一 个 例子 . 
关于 这 个 定义 庶 当 首先 指出 ， 应 当 把 它 理 解 为 函数 的 局 
部 的 性 质 ， 即 是 这 样 一 种 性 质 ， 使 函数 在 一 个 点 可 以 具有 而 
在 另 一 点 可 以 不 具有 的 性 质 ， 于 是 ,函数 (3) 当 x = 0 时 间 
断 ( 即 不 连续 ), 而 在 另外 的 任何 x 值 处 却 连 续 ， 这 是 一 个 很 
重要 的 情况 ， 任 何 时 候 也 不 应 当 忘记 . 
其 次 , 我 们 称 函 数 在 一 给 定 的 区 闻 [a, 了 上 连续 ,如果 


在 此 区 间 的 每 一 点 上 这 函数 依 前 述 意 尺 都 连续 的 话 ， 这 里 在 
点 和 处 只 要 求 其 从 右边 的 连续 性 ， 划 ] lim (7) f(g), 而 在 
点 处 则 只 要 求 其 从 左边 的 连续 性 , 它 也 由 类 似 的 等 式 确定 ， 
您 们 自己 可 坟 写 出 来 (如 果 是 开 区 间 Ces8)， 则 当然 在 点 a 及 
点 五 处 对 函数 什么 也 不 要 求 ) 顺便 指出 ， 数学 家 们 早已 采用 
了 很 方便 的 记号 : 

Dm f(a) 一 fla 0}, lim f(x) ~— fn — 0}, 
音 且 于 比 , 隔 数 六 x) 在 点 a 处 的 连续 性 的 定 尺 可 以 写成 十 从 
简单 的 式 子 : 

fa 十 0 一 ao 一 0) 一 ch》， 

这 个 表示 不 会 导致 任何 误解 ,只要 把 fa -+ 0) ,Fa 一 0) 理 
解 为 不 是 匡 数 f(x) 在 某 些 点 的 值 ， 而 只 是 函数 值 在 入 x 的 
某 个 确定 的 变化 中 的 权限 就 行 子 . 

有 有 稚 肋 煞 .现在 我 们 应 当 来 熟悉 函数 的 另外 的 性 质 , 它 
和 连 维 性 祖 反 ， 不 是 局 部 的 ， 而 是 整体 的 性 质 ， 即 不 需 对 自 
变量 的 个 别 值 (个 别 点 ) 预先 定义 好 ， 即 可 对 自 变量 值 的 任 
一 个 集合 整体 米 定义 的 性 质 . 

蝴 娄 ?一 FT) 称 为 在 集合 MM 上 是 有 界 的 。 如 果 此 函数 


闻 二 


在 此 集合 上 所 取 的 所 有 值 都 局 于 某 个 区 间 ， 很 显然， 对 此 我 


应 数 0 


们 可 以 代 之 以 更 明白 的 完全 等 价 的 要 求 : 存在 着 这 样 -个 正 
数 ", 使 得 对 任何 x EM, 痢 有 1fCz)| 之 <， 更 详细 一 点 , 我 
们 可 也 称 函数 > 为 在 内 上 上 (下 ) 有 界 的 , 如 果 存 在 着 这 样 
的 数 c， 使 得 对 任何 x E M, 都 有 Tr) 之 oc (fx) > c). 有 
界 的 函数 很 显然 应 当 醋 是 上 有 界 的 ， 也 是 下 有 界 的 ， 

有 界 性 不 像 函 数 在 区 间 上 的 连续 性 那样 ， 即 不 需 对 琵 区 
间 上 的 每 一 点 都 要 满足 革 个 给 定 的 条 件 ， 在 有 界 性 定义 中 说 
到 的 数 c 是 同 整个 集合 M 一 起 选 定 的 . 在 此 集合 的 每 一 个 个 
别 的 点 上 , 只 要 晒 数 在 这 一 点 上 有 定义 的 话 , 这 样 的 数 c 总 是 
存在 的 ， 这 一 点 是 平凡 不 足 道 的 ， 和 例如 对 点 x 只 要 设 c 一 
| 六 xz 十 1 部 可 . 得 在 此 区 间 上 每 一 点 处 都 有 定 尽 的 函数 却 
可 能 在 此 区 间 上 是 无 界 的 .为 确信 这 一 点 ， 只 要 注意 当 -> 


六 一 时 tan 天 限 增加 ， 因而 蚂 数 


一) 


工 
2 


ta (ET) 
二 
0 fr 一 


在 区 间 [0, 六 ] 上 无 界 . 

但 是 同 许多 整体 性 质 一 样 ， 对 函数 在 已 知 区 间 上 的 有 男 
性 也 可 以 找 出 这 样 一 个 局 部 性 质 ， 老 它 在 马 知 区 间 上 的 每 一 
点 处 成 立 ， 则 所 研究 的 整体 性 质 成 立 ， 我 们 约定 称 函 数 y 为 
在 点 z 处 在 界 , 如果 它 在 点 的 某 个 邻 域 LU 上 有 界 ( 注 意 , 这 
里 的 局 部 性 质 是 由 前 面 的 整体 性 的 定义 来 确定 的 ， 连 续 性 时 
民生 


过 


有 
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需 证 明 . 为 证 其 充分 性 ， 我 们 假设 区 疗 fa, 丰 的 每 一 个 数 x 
都 会 在 一 个 邻 域 UU, 中 ， 而 为数 y 在 其 上 有 界 ， 利 用 Heine- 
Borel 引 理 ， 我 们 可 以 找到 区 沁 [a, 轧 的 一 个 有 限 的 开 覆 盖 
和 ;Bs 在 其 中 的 每 一 个 上 面 阔 数 y 有 界 . 车 在 区 间 入 
GG 二 1,2017 on) 上 |]y| 之 cs 令 c 是 数 c ,co ,cs 中 的 最 大 的 ， 
则 jy 过 < 对 任何 x EE [a ,看 都 成 普 ; 于 是 我 们 的 命题 得 证 . 

我 们 约定 称 数 集 N 为 有 界 集 , 如 果 其 中 的 所 有 数 都 含 于 
某 个 区 间 的 话 ， 很 显然 ， 函 数 y = f(x) 在 集 M 上 的 有 界 性 
就 等 价 于 当 z 值 * 跑 这 ”集合 可 ( 即 取 尽 一 切 可 能 的 属于 此 集 
会 的 值 ) 时 该 函数 所 取 的 值 的 集合 入 的 有 界 性 . “集合 NN 上 
有 界 (或 右 有 界 )} ”以 及 “和 集合 N 下 有 和 界 (或 左 有 界 )” 的 会 
义 也 就 不 言 而 喻 了 . 

我 们 约定 称 数 8 为 集合 N 的 上 确 界 ， 如 果 

1) 集合 N 不 包含 大 于 8 的 数 ; 

2) 在 数 虽 的 任何 邻 域内 都 可 以 找到 属于 此 集合 的 数 . 

类 似 地 ， 我 们 称 这 样 的 数 a 为 集合 六 的 下 确 界 ， 

1) 在 集合 NN 中 没有 比 a 还 小 的 数 ; 

2) 在 数 4 的 性 何 邻 域内 都 可 以 找到 属于 集 谷 NN 的 数 . 
很 显然 ,有 上 (下 ) 确 界 的 集合 必 是 界 于 十 (下 ?的 习 在 分 析 中 
有 着 相当 大 的 作用 的 是 其 逆 命 膨 . 

定理 ， 任何 界 于 上 (下 ) 的 数 集 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 . 

特别 地 ， 任 何 有 界 集 都 是 既 有 .上 确 界 ， 也 有 有 下 确 界 的 . 

证 明 . 我 们 把 所 有 的 实数 依照 下 述 原 则 分 成 4 和 BB 两 


DD 译 者 注 . 集合 入 界 于 上 (下 }, 即 指 必 帮 一 -个 数 c 存在 使 六 中 二 
倍数 x 都 适合 筷 c tr 守 c). 称 为 N 的 下 (下 } 界 , 如 有 果 W 同时 有 上 
十 界 ， 划 称 W 为 有 界 . 注意 上 ( 王 } 兢 界 蚌 唯一 的 . 


函 数 b] 


类 : x E 4, 若 z 的 右边 哪怕 有 一 个 属于 集合 N 的 点 ; 反之 ， 
则 zx E B. 你 们 自己 不 难 证 明 , 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . 设 a 是 
这 个 分 割 的 界 点 ， 我 们 来 证 明 « 是 集合 N 的 上 确 界 . 

我 们 首先 来 证 明 a 的 右边 不 会 再 有 集合 N 的 点 ， 实 际 
上 , 车 有 BE N 且 8>>a 则 令 Y 一 六 (a 十 有), 我 们 就 得 到 
a < 之 7 之 8 从 7 之 a 得 出 YE B, 而 从 Bh 守 7Y 及 BEN 得 出 
Y € 4， 也 就 是 说 , 我 们 得 到 了 矛盾 ， 

其 次 , 令 加 二 (a yoo) 《a 之 a 之 wz) 为 点 a 的 任意 的 邻 域 

很 显然 ,a E 4, as € B. 由 前 一 个 关系 知 a 的 右边 有 
集合 NN 的 点 , 而 由 第 二 个 关系 则 os 的 右边 没有 这 样 的 点 . 这 
就 是 说 这 样 的 点 在 区 间 (ai as) 之 内 ， 这 也 即 是 说 ， 数 a 具有 
上 确 界 的 两 个 性 质 ， 其 存在 性 因而 得 证 . 

这 个 确 界 是 叭 一 的 ， 实 际 上 ， 邵 果 集 合 N 有 两 个 上 确 界 
8 和 pr (8 一 B)， 则 我 们 马上 就 得 出 式 盾 ， 注意 到 一 方面 集 
合 NN 不 可 能 包含 之 的 数 (因为 8 为 其 上 确 界 }， 而 另 一 方 
面 ， 它 又 应 当 包 含 这 样 的 数 ， 因 为 它 应 当 包 含 数 记 的 任意 小 
的 邻 域 中 的 数 . 很 显然 ， 对 下 和 确 界 的 情形 定理 的 证 山 完 全 类 
似 . 

直观 上 我 们 应 当 把 已 知 有 界 集 的 确 界 看 成 是 包含 了 此 集 
合 的 所 有 的 数 的 那个 最 小 的 区 阐 的 端点 ， 很 明显 地 ， 我 们 可 
以 把 上 确 界定 义 为 下 述 的 数 。 中 的 最 小 的 一 个 ， 对 任何 E 
N 都 应 满足 不 等 式 xz 志 c. 并 且 对 下 确 界 也 可 以 有 类 航 的 定 
义 了 . 

很 重要 的 一 点 要 看 到 ; 已 给 的 有 和 界 集合 N 的 每 一 个 确 界 


中 译 者 注 , 这 里 的 c 通常 称 为 上 界 , 所 以 可 以 说 上 痪 界 就 是 最 小 
上 涯 ， 对 下 加 有 类 似 的 结论 . 
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可 以 略 于 ， 也 可 以 不 属于 此 集合 ， 例 如 ， 闭 区 间 就 包含 自己 
的 确 界 ， 而 开 区 间 则 不 包含 ， 形 如 二 的 数 集 (其 中 是 自然 


数 ) 就 包含 其 上 确 界 〈 数 13， 但 不 包含 其 下 确 界 ( 数 全 ). 
如 果 陋 数 y = f(x) 在 集合 史上 有 内 ， 则 奸 我 们 已 经 指 
出 过 的 , 它 在 此 集合 上 所 取 的 值 的 集合 入 有 界 ， 因而 据 已 证 
明了 的 定理 , 应 有 上 确 界 和 下 确 界 . 集合 NN 的 这 些 确 界 我 们 
称 之 为 清 数 在 集合 M 上 的 确 界 . 了 世 即 是 说 ， 任何 在 已 知 集 


学 本 和 二 是 


六 站 痪 究 中 网 全 “ 不 部 能 是 已 知 半数 的 是 不 入 席 时 
七 是 国 数 在 此 集合 上 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 但 也 可 能 有 这 样 的 
情形 ， 这 个 或 那个 确 异 完全 不 属于 销 数 在 已 知 集合 上 的 仿 的 
集合 ， 此 时 汕 数 在 此 集合 上 一 般 没 有 最 太 (或 最 小 ) 值 ， 便 
如 : 列 数 

?一 10， 当 >v 一 (4) 
很 显然 在 区 间 [0,1] 上 有 确 界 0 和 1. 下 确 界 是 该 晴 数 的 值 
(最 小 值 )( 当 z= 二 0 及 xz 二 1 时),， 上 确 界 一 一 数 1 却 不 是 身 
数 的 值 . 困 数 在 区 间 [0,1] 上 没有 最 大 和 值 部 . 


他 译 者 注 ， 如 盯 NN 不 是 界 于 上 (下 ) 的 , 通常 我 们 说 入 以 十 0 
(一 ce 为 上 (下 } 确 界 , 其实 这 时 关于 确 异 的 商 个 性 质 仍 成 立 ; 

站 中 湾 有 比 十 oo0( 一 50) 更 大 (小 ) 的 数 ; 实际 上 , 数 当 然 不 会 大 
《小 于 十 cef 一 co) 

2 十 90 一 00) 的 镶 域 即 比 某 数 亲 更 大 (小 ) 的 数 的 集合 .所 以 在 
任何 邻 域 中 都 及 中 的 数 ， 就 意味 首 对 任意 村 都 有 有 xzEN 使 x 守 订 
(x 达 MM}, 但 这 就 是 说 入 是 上 (下 ) 方 无 界 的 , 有 时 我 们 也 说 在 这 种 傅 
襄 下 , 入 的 上 (下 } 界 是 十 oo( 一 oo), 但 墅 注意, 下 而 的 连续 涌 数 有 和 界 
性 定理 (定理 1) 中 的 上 (下 ) 界 都 是 指 的 有 限 数 ， 
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这 内 本 载 抱 基 本 性 质 ， 现在 我 们 来 建立 连续 阴 数 的 4 
个 极为 重要 的 性 质 . 

引 理 . 如 果 防 歼 yy 一 flx) 在 点 a 处 连续 并 且 车 
了 (la) < 之， 则 存在 着 点 a 的 这 样 的 一 个 邻 域 吕 , 使 得 对 任何 + 
ED 都 有 (zr) Bb. 

这 差不多 是 函数 在 一 点 和 的 连续 性 指定 祥 本 身 的 一 个 不 足 
道 的 推论 ， 实 际 上 ， 如 果 如 和 让 选择 数 a 和 8， 使 得 x < f(a) 
< < 则 由 定义 , 数 a 有 某 邻 域 使 其 中 的 任何 xz 都 有 

or) BE. 

即 为 所 求 . 

不 言 而 喻 ， 引 理 的 表述 中 以 号 代替 一 号 ， 引 理 仍然 战 
A 

定理 1. 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 前 函数 y 一 了 f(z) 必 在 

此 区 间 上 有 和 界 . 

证 明 时 注意 到 在 区 间 [ep 上 连续 的 国 数 y 在 此 区 间 的 
每 一 点 钼 连续, 令 1 是 区 间 fe;, 电 上 的 任 一 点 ， 由 连续 性 的 完 
义 本 身 , 存在 着 数 4 的 这 样 的 邻 域 U, 使 得 对 任何 x EU, 都 
有 

HA CO 1 < fr) f+ 1, 

但 这 就 表明 , 隔 数 (x) 在 邻 域 上 有 界 ( 其 所 有 值 均 包 售 于 
某 个 区 间 内 ), 这 就 表明 它 在 点 处 有 界 《 因 为 在 一 点 处 的 有 
界 禾 我 们 已 经 定义 为 在 此 点 的 某 个 邻 域 上 的 有 界 性 ), 在 闭 区 
间 [e ,村 的 和 仁 何 一 点 都 有 界 的 函数 y，， 正 如 我 们 上 本 所 看 到 
的 那样 ， 应 当 是 在 整个 区 间 上 有 界 的 ， 

定理 2. 在 闭 区 闻 [a,5] 上 连续 的 函数 = f(r 在 区 
间 上 有 疗 大 值 和 最 小 慎 . 

证 朋 . 根据 定理 1， 函 数 y 在 区 间 [a,6j] 上 有 界 ， 这 
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就 意味 着 在 其 上 有 下 确 界 a 和 上 确 界 8， 内需 证 明 这 些 确 界 
世 是 贸 数 y 的 值 就 行 了 ， 作 为 例子 ， 我 们 证 明 上 确 界 8. 

如 果 尺 不 是 函数 y 在 区 加 5 站 上 的 值 、 则 这 就 表明 对 
此 区 间 的 所 有 的 x 有 f(z) 之 总 设 记 是 介 于 x) 与 上 之 辐 
的 任意 一 个 数 ， 因而 站 fr) 之 记 之 B. 根据 我 们 的 引 理 ,应 
有 包 合 点 x 的 邻 域 U， 对 于 任何 x' EU,, 诺 有 站) 一 局， 
对 区 闻 [a ,下 土 的 所 有 的 点 工作 出 的 邻 虞 组 50, 从 盖 了 此 区 
癌 、 因而 依据 Hcine-Borel 定理 ， 其 由 有 有 限 个 开 领 域 己 ，， 
UD 也 覆盖 了 区 间 [e 拉 和 但 对 区 问 已 。 的 任意 前 数 
< 都 有 六 2 二 有 以 痛 来 表示 数 户 ,8 有 中 的 最 大 
的 一 个 ， 时 我 们 看 到 ， 对 芋 何 了 了 E [a,51 都 有 

for op, 

优 此 8 不 可 能 是 函数 (x) 在 区 问 ia ,bj 上 的 上 确 界 ， 所 得 之 
和 记 盾 也 即 证 明了 完 理 ， 

前 面 (参看 (4)} 我 们 看 到 过 在 已 知 闭 区 闻 上 没有 最 大 值 
的 有 有 界 隧 数 的 例子 , 现在 我 们 知道 , 这 只 对 间断 清 数 才 证 能 . 
实际 上 ， 次 数 (4) 在 z 二 1 处 间断 . 

重要 的 是 还 要 强调 , 定理 2 仅 对 闭 区 和 间 的 情形 成 立 . 因 
为 基 至 最 简单 的 图 数 好 y 一 工 及 = x?， 在 开 区 间 上 就 没有 
最 大 信和 和 最 小 值 . 

定理 3 车 汕 数 lr) 在 闭 区 间 [fa,81 上 连续 ， 且 营 
Fla) 达 芝 fID) 或 者 fa) 六 计 了 Cp)， 则 在 区 间 fa,b1l 上 
可 以 找到 至 史 一 个 数 c， 人 司 得 tc) 一 扩 

简单 地 说 ， 连 续 应 数 在 其 任何 两 个 值 之 间 应 当 是 必须 经 
过 所 有 的 中 间 值 ， 当 然 ， 一般 说 来 ,间断 区 数 不 居 有 这 个 性 
质 , 如 Dirichlet 留 数 在 任何 区 阿土 都 取 值 0 和 1 ,但 尾 何 地 方 
也 不 会 吏 0，1 之 间 的 任何 一 个 中 间 值 . 对 函数 (4) 我 们 有 


ft) = 六， f(1) = 0， 

但 对 区 间 ( 六 ,1) 上 的 任何 ,f(x) 都 不 取 中 间 值 二 

定理 3 的 证 有 明 ， 首先 设 r= 0，Fa) <0， 关 四 汪 0, 要 
求证 朋 产 zy 在 区 间 [La ,5j 的 某 个 内 点 性 变 为 登 . 我 们 假设 不 
是 这 样 、 则 我 们 把 区 间 [a,b 两 等 分 . 很 显然 ， 在 其 中 前 一 
半 上 画 数 fxr) 在 其 端点 处 有 不 同 的 符号 , 于 是 我 们 将 这 一 半 
再 等 分 ,又 选取 同样 的 一 半 , 使 得 六 xz) 在 其 出 点 处 取 不 同 的 
符号 ;这样 一 来 , 我 们 就 得 到 一 个 收缩 的 区 间 赛 . 设 a 为 
其 公共 点 ,依照 假设 了 Ce) 关 0, 但 车 Fe) > 0 则 依 本 节 开 
始 处 的 引 理 就 有 ， 点 2 的 茶 个 邻 城中 的 所 有 的 x 者 有 
fx) 六 0. 这 是 不 可 能 的 ， 国 为 尽 和 包含 了 上 述 的 收缩 区 间 套 
中 的 无 限 雪 个 区 测 , 而 在 其 每 一 个 区 间 的 端点 证 Fz) 都 取 不 
同 的 符号 . 同样 和 的 方法 可 以 证 朝 ftea) < 0 也 是 不 可 能 的 . 所 
得 到 的 族 盾 也 就 证 明了 我 们 的 俞 是 ， 

最 后 , 若 疡 了 关 0, 则 我 们 只 要 对 毅 数 f(x) 一 产 应 用 我 们 
网 册 得 到 的 结果 ， 就 可 证 明定 理 3 成 立 , 

在 描述 连续 消 数 的 第 四 个 性 质 之 前 ， 我 们 需要 引入 一 -个 
对 研究 这 类 路 数 有 着 极为 重要 价值 的 新 概念 . 你 们 当然 记得 ， 
连续 性 是 困 数 的 局 部 性 质 ， 尽 答 我 们 说 “在 已 蜂 区 间 上 连续 
的 消 数 ”", 这 个 情 癌 一 点 也 没有 改变 .办 为 在 区 间 上 的 连续 性 
就 只 意味 着 在 区 周 上 的 每 一 点 处 的 连续 性 ， 而 决 不 多 意 昧 任 
何 东 西 ， 因 而 不 会 在 任何 程度 上 改 恋 此 概念 的 届 部 性 质 ， 但 . 


DH 详 者 广 . 这 个 定理 时 常 表 述 如 玉 : 设计 .wm 个 别 是 fcr} 在 [a， 
世上 的 最 大 和 最 小 值 . 则 对 征 -- 个 As 由 过 上 二 则 ,一 定 能 找到 > 使 
ft) 一 pp. 
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是 ,可 以 用 另 外 的 方式 表述 男 数 三 已 知 区 间 土 连续 这 个 想法 ， 
而 县 使 之 具有 整体 的 特征 ， 即 不 是 直接 地 从 某 些 局 部 性 质 出 
发 ， 而 是 在 整个 区 间 上 描述 黄 数 的 特征 . 

a 一 fz) 在 区 癌 [2， 5] 上 为 一 致 连续 


过 曲 轩 二 和 时 
时 


昌 


相距 小 于 人 的 数 z 和 A 和 有 . 
(fr) Flr) | < ® 
和 你们 看 得 出 来 ， 这 个 定义 不 是 对 任何 个 别 点 的 ， 而 是 力 
求 找 述 函数 在 整个 区 间 [ea,5] 之 上 的 特征 的 .也 就 是 说 ， 在 
彼此 充分 接近 的 两 点 处 ,其 琢 数 值 也 应 该 是 可 以 任意 接近 的 . 
要 明白 为 什么 这 类 连 技 性 被 称 为 是 “一 致 的 ”， 其 所 有 的 独特 
之 处 正在 于 ， 这 里 要 求 的 是 对 已 租 区 间 上 任何 位 置 上 上 函数 性 
质 上 的 某 种 一 致 性 ， 点 zx) 种 工 ; 可 以 选 自 区 后 fa.b5] 上 的 无 
论 什 么 地 方 ， 只 要 它们 和 个 此 之 间 的 距离 小 于 数 &. 
完全 明 站 的 是 ， 在 区 闻 fa ,站 上 一 救 连 续 的 函数 ， 必 然 
和 在 此 区 闪 的 每 一 点 处 连续 (从 而 在 整个 区 间 上 连续 }、 国 为 向 
一 臻 连续 性 ,从 |z 一 2| 之 # 可 久 推 直 ] 了 f(x) 一 ta)| el 
凤 对 数 fca) 的 任何 邻 域 了 :CAFal 一 srra) 十 8) ,都 可 以 找 
到 数 a 的 这 样 的 邻 域 口 ; (a 一 8,a 二 6)， 使 得 当 x EU 就 能 
推 得 f(x) EV. 而 这 有 风 表 骨 冰 数 Fr 当 x 一 a 时 连续 特 
别 重 要 的 有 是; 道 命题 也 成 立 ， 即 全 函数 y 在 ( 闭 ) 区 间 [a ,六 
土 的 任何 一 点 的 连续 性 可 推 得 其 在 此 区 间 上 的 一 致 连续 性 . 


ow 详 者 注 ， 即 对 任意 5 半 0 必 可 找到 正 数 58, 使 当 1zr 一 zz) 过 
时 | fr) 一 (re)| 之 5 全 只 县 起 于 s， 而 适用 于 区 间 Ta,58] 上 任意 两 
点 tif 只 要 长 一 Ta | < 人 因此 是 不 恢 赖 于 1 的 ， 
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也 就 是 说 ， 一 致 连续 性 的 需求 并 没有 把 连续 函数 的 类 缩小 
【只要 谈 到 的 是 闭 芝 问 )， 

定理 4 在 闲 区 间 [4,5] 上 的 春 一 点 处 都 连续 的 了 藻 豆 
3 一 Fr 在 此 区 阅 上 一致 连续 ， 

对 于 开 区 间 定 理 不 成 立 ， 例 如 ， 函 数 y 一 sin 上 很 显然 
地 在 开 区 间 上 ,17 上 的 每 一 点 处 都 连续 ,但 在 此 区 间 上 不 一 
发 连续 . 因为 无 论 有 0 如何 小 ,总 可 以 5 在 靠近 霉 处 ) 找到 
被 此 距离 小 于 6 的 两 个 点 ， 但 在 其 上 明 数 值 的 差 却 太 于 1. 

定 建 4 的 证 明 . 设 月 数 y 在 区 间 [a,#] 上 的 每 一 点 处 
都 连续 ， 风 对 出 区 间 的 任何 一 点 地 部 可 以 找到 这 样 的 数 
3, 之 0， 使 得 大 ri 及 z 属于 区 间 ( 一 信人 十 人 ) 时 则 有 

[flr) -rz < 

这 是 因为 

fOr fOr Fr FN 41) fir)), 
当 5 充分 小 时 , 订 以 使 

| rz 一 fir) | < 于 ， rezy 一 fir) | < 3 ， 

所 以 有 17z) 一 f(za)1 < 我们 以 A 来 表示 区 间 ( 一 
六 2 六 8)。 很 显然 ， 所 有 的 区 间 4, 的 全 体 覆 盖 了 区 间 
a; 和 四. 因此 依照 Heine-Borel 引 理 就 存在 着 月 限 客 个 区 个 4， 
的 组 5 也 覆盖 了 区 间 [a,b]. 设 了 是 区 加 组 MY 中 的 最 小 一 个 
的 长 度 ， 并 设 x 及 zs 为 区 间 [a, 妇 上 第 此 距离 小 于 二 8 的 
两 个 皇 意 点 ,可 以 断言 jz 一 (rs) | < 之 ee ( 即 定 理 4 所 要 
证 骨 的 ). 实际 上 ,点 点 zi 属于 区 问 组 M 的 某 个 区 间 :Cx 一 


六 Sr 十 十 6.), 但 此 时 虐 z 不 超过 二 8 芝士 6 的 点 zs 属于 
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区 间 (六 一 让. 十 让 其 中 当然 也 包含 证 1， 按照 数 他. 的 定 
疼 ， 由 此 我 们 确实 就 得 到 了 | f(r) 一 大 ze 之 & 

初等 迁 数 的 和 连 绽 性 ， ”你们 当然 知道 ,任意 多 个 连续 卫 
数 的 代数 和 和 积 也 是 连续 消 数 ， 丙 个 连续 照 数 的 商 在 分 母 不 
为 零 的 每 个 区 间 上 连续 .所 有 这 些 命题 不 仅 在 局 部 上 ， 而 且 
在 整体 上 都 是 正确 的 和 凤 我 们 谈 的 连 继 性 是 在 一 点 连续 也 好 
或 是 在 区 间 土 连续 也 好 ,或 者 最 终 是 谈 的 一 致 连续 性 也 好 ,这 
些 命 题 都 是 正确 的 . > 所 有 这 些 命题 的 证 明 可 以 在 任何 分 析 
教程 里 找到 ， 它 科 并 宙 有 秆 么 原则 性 的 意义 ， 这 里 我 们 不 去 
重复 它们 . 

相当 有 意 尺 的 问题 是 关于 所 请 被 称 为 初等 函数 的 连续 性 
问题 . 这 是 不 大 的 一 类 函 数 , 初等 数学 就 是 对 它们 进行 讨论 ， 
并 且 在 高 等 数学 中 仍然 完全 保留 了 其 引导 的 作用 ， 这 里 首先 
是 上 甩 有 的 这 类 确 数 ， 其 池 数 佣 是 通过 自 变 量 秆 利 由 六 种 基本 
的 代数 运算 而 得 到 的 ， 其 次 是 不 多 的 几 个 超越 孙 数 ， 三 角 函 
数 《 正 函数 和 反 范 数 )， 指 数 函 数 和 对 数 菌 数 ,最 后 ， 其 中 也 
包括 上 面 列举 的 种 种 函数 和 的 有 限 组 合 ， 如 x2(1 一 xsin zy 或 
者 COS 2 综 ， 

一 切 初 等 巩 数 基本 上 都 是 连续 的 ， 只 是 其 中 有 几 个 在 某 


些 点 处 出 现 间断 (过 当 x 一 0 时 , tan x 当 x 一 也 等 等 8). 但 


@ 译 者 注 . 在 讨论 将 的 一 致 连续 性 时 , 需要 假定 是 在 闭 区 问 上 讨 
论 . 例如 了 f(z) = 工 在 (0.1) 上 一 致 连续 , 但 177(z) = 1/z 在 (0,1) 上 
不 一 致 连续 . 

@， 注意， 丽 数 十 和 tan z 在 其 整个 定义 城 上 连续 ， 所 谈 到 的 这 
些 病 数 的 间断 点 处 ， 这 些 函 数 没有 定义 ， 关 于 这 些 间断 点 请 参看 .74 
关于 间断 点 的 一 节 . 
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并 木 是 对 所 有 这 些 初 等 消 数 证 明 这 一 -点 都 是 很 轻松 的 ， 遂 第 
在 分 析 教 程 中 对 此 都 没有 完整 地 考查 ， 然 而 这 又 是 有 重要 价 
值 和 的 ， 所 以 我 们 必须 就 此 做 出 才 点 注释 . 

首先 很 容易 建立 所 有 的 密 项 式 在 站 变量 的 任意 值 处 的 连 
续 性 .实际 上 ， 因 为 对 皇 何 包 项 式 P(e) 以 及 任何 数 , 其 
Pr) 一 PO) 代数 上 部 可 以 被 差 x 一 «整除 而 不 带 余 项 
Bezout 定理 )， 所 以 

Pir}—— Pial = te uM), 

其 中 Qtz) 是 和 多项式, 因为 多 天 式 Qtz) 很 显然 是 在 点 a 处 有 有 
界 的 ,由 此 得 当 z 工 一时, P(xY 一 了 (a) ， 如 多 项 式 P(x) 在 
辣 4 处 连续 .其 次 ,从 多 项 式 的 连续 性 直接 推 得 伍 何 有 有 理 分 


式 了 :< 在 任何 区 疝 上 的 连续 性 ， 只 要 在 其 中 的 点 上 Prz) 


不 变 为 零 ， 
对 三 角 鹃 数 问 题 的 解决 违 是 很 简单 的 .公式 


SI 一 So ros 二 sin et 
以 及 由 此 推 得 的 不 等 式 
lsin zt — sinal < 2lsin | <2|£F*= jr—al. 


就 表明 当 一 ae 时 sinz 一 smney 即 正弦 是 连续 函 数 ， 完 全 类 
似 地 可 建立 余 弱 的 连续 性 . 由 此 得 出 函数 


Sin .了 
二 tah x = 
COS I 


在 所 有 的 cosx 取 0 的 zx 值 处 连续 , 即 对 形 如 zx 关 (2k 十 1) 地 
的 > 值 连 续 的 (其 中 下 为 任意 整数 )， 

指数 起 数 ur 的 连续 性 的 证 明 要 复杂 一 些 ， 为 确定 起 见 ， 
我 们 假设 > 1, 因而 纯 数 > 一 性 是 墙 函数 .我 们 先 来 证 明 当 
7 一 0 时 时 一 一 1 为 确定 起 见 ,， 再 设 一 十 0， 即 上 只 对 正 
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值 z 研究 a 当下 一 0 时 的 情形 可 以 完全 类 似 地 解决 。 当 
20 时 ar>>1， 且 要 证 rz 一 十 0 时 中 数 aq:=1， 只 需 证 明 对 
于 无 论 怎 样 小 的 £ 二 0， 当 工 六 9 充分 小 时 a 二 1 十 e, 担 对 
任意 的 自然 数 n 有 
CE 一】 十 ne 二 "ne, 
由 此 得 ， 当 = 一 十 品 时 , (1 十 "一 十 oo， 这 就 表 硼 对 于 充 
分 大 的 4， 
‘] Ta ar <1 十 
而 因 a* 为 增 陆 数 ， 巾 对 所 有 的 充分 小 的 正 的 了 有 
二 区 十 E 
最 实际 上 有 当 z 一 0 时 a->1， 接 下 来 的 证 明 就 简单 了 . 关系 
式 
A — a ~— ata™ 一 1 

表明 ， 妆 ->a 时 晴 数 a* 有 极限 a"， 即 销 数 对 任何 人 秆 连 续 , 

无 理 函 数 . 对 数 男 数 和 反 三 前 画 数 的 连续 性 问题 现在 可 
以 用 反 睫 数 的 连续 性 的 一 般 理论 如 以 解决， 如 果 函 数 ? 一 
f(x) 在 区 浊 [a, 们 上 是 和 连续 的 县 是 增加 的 ， 则 鞭 反 负数 x 一 
Hy) 也 在 区 闻 fe。 8B] 上 连续 , 其 中 a = f(a), 8 = 5) 实际 
上 ， 设 7 为 区 间 [e,6] 上 的 任意 一 点 ， 需 要 证 明 

limg(y) 一 oY). 

先 设 y 一 7 了 一 0, 即 了 从 下 方 势 近 于 y， 因 为 局 函数 f(x) 一 
样 ， 反 函数 gky) 也 是 瑞 函 数 ， 所 以 lm, p(y) 在 任何 情况 下 
都 着 在 .我 们 以 c 来 表示 这 个 极限 并 且 来 证 明 = = p07). 

因为 函数 f(x) 连续 且 当 yy 一 7 一 0 时 9(y) 一 <， 则 当 
yy 一 0 时 y= 二 f(gCy)D -> (cy, 出 此 得 flc) = 7Y. 但 这 
可 以 直接 得 到 ; c = CFD 二 KY)， 妓 

0 一 8， 


而 因为 显然 我 们 同 术 容易 证 明 

lim ply) = HY), 
则 有 

lim Py) = KZ) ， 
即 为 所 要 证 明 的 . 


要 想 不 进 行 转 别 的 研究 而 有 可 能 去 断言 如 lgsinz,2x 一 + 
之 类 的 复合 初等 淆 数 的 连续 性 , 还 党 要 如 下 的 “关于 函数 的 
遇 数 的 连续 性 的 定理 ”， 

如 末 y= 二 了 (XT) 当 4 寺 X 守 下 时 是 连续 耳 数 ,而 z 一 gy) 
当 a 坟 yy 所 有 时 是 连续 遂 孝 ,其 中 4 和 户 是 部 数 了 (x) 在 区 间 
[es8] 上 的 相应 的 最 小 情 与 最 大 值 , 则 函数 = 一 了 fr) 在 区 
则 [a,5] .上 连续 . 

证 朋 、 设 c 是 区 邮 [a ,5 土 的 任 一 点 ，Fc) 二 了 ,gp(7) 
一 [ce = 二 5 令 玉 是 点 5 的 任何 一 个 邻 域 , 根据 函数 gy) 
的 连续 性 存在 着 点 7 的 这 样 一 个 邻 域 V, 使 得 当 y 毛 及 时 有 
Hy) 所 多 最 后 出 于 函数 7 lx) 的 连续 性 存在 着 点 c 的 这 样 
一 个 邻 域 U, 使 得 当 x € UU 时 我 们 就 有 f(x) E Y， 而 这 即 表 
明 fz)] E 丈 ， 因 为 全 是 点 # 二 fCqte)] 的 酝 意 的 一 个 地 
域 , 则 由 此 得 出 

lim f [Lox)7 = fg(e)), 

即 函 数 wz 在 区 间 [a,58j 上 的 任意 点 c 处 的 连续 人 性 得 证 . 

串 数 在 一 点 处 的 拔 怡 ”导入 函数 在 已 知 闭 区 间 上 及 号 知 
点 上 的 振幅 概 人 益 后 ， 我 们 将 得 到 研究 铭 斯 函数 的 一 个 最 为 方 
便 的 方法 . 设 有 在 闭 区 间 [a,51 上 可 能 除 有 限 多 个 点 外 都 有 定 
头 的 任意 函数 (zr). 车 它 在 此 区 间 上 无 界 , 则 我 们 可 以 说 , 它 
在 此 区 间 上 的 振幅 等 于 十 coo; 著 它 有 界 、 我 们 将 把 它 在 此 区 
间 [a，5] 上 的 上 确 界 M 与 下 确 界 x 之 差 4 一 mr 称 为 它 在 
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此 区 间 上 的 振幅 . 在 任何 情况 下 我 们 都 以 符 叶 wrta,5) 来 表 
示 攻 数 Fr) 在 区 闻 fa ,5 上 的 振幅 . 

若 闭 区 间 [Ea' ,Vj 基 闭 区 间 [a,8j 的 一 部 分 ( 央 荐 a 所 a 
< 六 过 站, 刚 是 热 有 : 王 数 fx) 在 区 间 ja' ,十 的 确 界 
Af' 2 将 最大 不 等 式 问 所 可 委 邮 过 赣 . 因 而 有 are 所 
wrtas 夫 所 以 若 我 们 症 度 阅 [a ,6 上 选取 任意 -点 cc" 并 
以 团 邻 域 [a,8] 包围 它 昌 证 此 领域 的 端点 a 及 8 趋 近 于 点 <， 
由 随 着 这 种 赵 近 而 改变 的 wta,8) 任何 时 候 也 不 会 增加 ， 而 
是 要 么 减少 , 要 人 么 是 常数 , 前 因为 振 巾 wrfa:8) 是 非 负 的 ,下 
有 界 的 , 出 由 第 一 讲 的 引 理 15 参 看 P. 19), 它 应 该 在 此 时 趋 
于 某 个 极限 , 我 们 表 之 以 wrte) 并 称 之 为 天 数 六 7) 在 点 5 处 
的 振幅， 这 就 是 说 

wtc) = im we 8). 
闻 一 十 立 

此 概念 的 引信 使 得 能 重新 认识 现 数 在 已 知 点 处 的 连续 性 ， 如 
同 下 面 所 述 ， 

定理 要 使 在 点 c 处 有 定义 的 函数 信 7) 在 该 点 c 处 连 
续 .必须 而 且 失 需 有 wrtc) 二 0. 

证 明 . 1) 设 wle) 二 0. 这 就 表明 在 点 < 的 充分 小 的 邻 
域 UCa,8) 内 函数 ftc) 的 振幅 会 变 得 任意 的 小 . 而 打 为 下 显 
然 地 ,对 任何 x 所 已， 

[fr A EM m= wrla, A). 

(寺中 以 和 im 为 函数 zx) 在 令 域 UU 上 的 确 界 }, 所 以 不 用 说 ， 
当 z 各 辽 时 jzr) 一 Ac 可 以 任意 小 .但 此 即 表 明 函 数 
六 Xx) 在 点 + 处 连续 . 


® 在 该 点 处 陋 数 可 能 是 没有 意义 的 . 
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2 车 wte) 一 w 计 0 (这 里 中 是 一 个 数 , w= 二 十 oo 的 情 
况 下面 再 说 ), 则 无 论 取 点 < 的 哪 一 个 邻 域 避 Ga65) ,总 有 于 
一 ; 主 ww， 由 上 、 下 确 界 的 定义 , 一 是 能 在 Ca,5) 中 找到 a 和 8 
使得 

Fm) i 十 了 
一- 此 

从 而 fC) 一 f(D>M-m 一 了 之 全 但 

fCB) 一 Fm) = CFB 一 yc) 十 [rc) — fa)y, 
由 8) 一 Fa) 完 mA2 推 得 ,右边 的 两 项 之 中 至 少 有 一 个 可 
之 二. 这 就 是 说 , 存在 着 区 间 (a ,5) 的 这 样 的 一 点 x, 使 得 


[fr) 一 fle) | 之 


因为 邻 场 六 是 任意 的 ， 则 孙 数 (x) 不 可 能 在 点 < 处 连续 . 
3) 阁 w(e)== 十 0, 这 里 我 们 首先 要 补充 说 明 在 一 点 c 处 
wtc) 二 十 品 的 定义 ,这 就 是 ;在 包含 此 点 的 一 个 区 间 {a,5) 上 
了 Cr) 无 界 , 所 以 对 任意 大 的 M 守 fie) 必 可 在 la, 中 找到 一 
点 上 ,使 f(B) 字 MM. 而 又 有 另 一 点 a 使 fo) 一 m 坟 fice), 这 里 
FB 一 Fa = CFB 一 Fe 二 [Ac) 一 Fe 
而 右边 的 两 项 均 非 钢 ,四 为 左边 不 小 于 正 数 季 一 各 ,所 以 右边 
至 少 有 一 项 不 小 于 (M 一 m)/2. 设 
Lp) — fo) l= 7Fp) 一 Ace) > EF 


中 详 者 注 . 这 一 段 译 者 作 了 较 太 的 修改 和 补充 . 
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这 就 是 说 在 含 c 的 任 一 区 闻 (a, 5) 中 一 定 能 找到 一 点 zz 就 
是 zx 一 8) 使 
上 一 2m 

2 


FFfr) — fic) | 


所 以 x) 在 c 点 不 连续 . 

藻 函 数 在 某 个 点 i 在 该 点 上 它 可 能 没有 定 尖 ,但 这 时 仍 
然 可 以 定义 wtc) ,我们 不 再 讨论 ; 上 有 振幅 大 于 举 ， 则 说 它 
在 该 点 间断 ， 已 知 薄 数 在 其 上 连续 的 点 为 简便 计 便 称 之 为 连 
续 点 ， 而 在 其 上 间断 的 点 则 称 为 间断 点 ， 我 们 看 到 在 连续 点 
处 mrtey 一 0 而 在 间断 点 处 wte) 站 

闻 断 志 ， 上 面 已 经 看 到 的 情形 给 了 我 们 一 个 理由 来 尝试 
把 各 种 可 能 的 间断 点 的 全 体 进 行 某 种 杂 类 ， 既然 条 件 
w(te) 半 0 把 间断 点 与 连续 点 区 分 开 来 ， 则 我 们 当然 期 望 价 
arfc)， 时 阔 数 在 已 知 点 的 振幅 能 成 为 函数 在 已 知 点 处 问 断 
性 的 一 个 台 理 的 划 是 方便 的 度量 ， 如 果 注 意 到 量 or(c) 的 定 
义 的 话 ， 我 们 的 这 个 期 望 就 会 更 强 了 , 因为 wyta,8) 是 函数 
ftz) 在 区 间 [Le,P 上 的 值 之 问 互 相 分 离 的 尺度 .这 个 最 当 区 
间 [Le,8] 向 点 < 收缩 时 的 极限 我 们 是 可 以 用 来 当 必 函数 在 任 
意 靠近 c 点 处 的 值 彼此 间 上 中 离 的 尺度 的 ， 邮 下 是 该 函数 这 样 
一 种 特征 的 尺度 ， 正 电 它 决定 其 在 点 < 处 间断 与 否 ， 这 就 是 
说 ,我们 约定 称 量 w(te) 为 函数 fz) 在 ce 气 处 间断 的 广度 . 这 
使 得 我 们 可 以 按照 所 谓 “间断 的 程度 ”来 比较 各 种 各 样 的 问 
断 点 ， 来 看 函数 在 这 些 点 处 表现 如 何 ， 特 别 是 ， 函 数 的 最 大 
间断 性 当然 可 能 是 在 其 无 界 的 那些 点 处 (wjte) 一 十 cc)， 

与 间断 的 乒 度 〈 或 者 说 是 函数 在 一 点 处 的 振幅 ) 概念 密 
切 相关 的 是 一 个 重要 的 命题 . 它 是 关于 一 致 连续 性 的 定理 4 
《p.67) 的 一 个 直接 的 推广 . 
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定理 ， 如果 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 答 一 点 人 外 的 间 
断 的 度量 ( 即 振 凡 ) 都 不 超过 数 站 六 0 则 对 无 论 起 如 小 的 正 
数 e， 痢 可 以 找到 囊 外 一 个 这 样 的 正 数 他 ， 司 得 在 任何 长 
度 三 的 区 间 上 ， 孙 数 Fr) 的 拔 幅 都 不 会 超过 十 &. 

可 以 把 这 类 函数 称 为 是 “精确 到 ， 的 连续 阔 数 ” 特别 是 
当 A==0 时 我 们 恰好 得 到 定理 4. 您 们 可 以 密 元 困难 地 按照 我 
们 在 证 明定 理 4 时 所 使 用 的 方式 来 证 明 新 定理 ， 区 别 仅 在 于 
现在 将 以 数 4 十。 来 代替 前 述 的 。. 

这 样 ， 你 们 看 到 了 不 单 是 局 部 的 连续 性 ， 而 上 且 是 函数 在 
已 知 点 处 间断 的 度量 有 限 性 这 一 局 部 性 质 ， 也 都 有 其 整体 的 
等 价 物 ， 我 们 所 证 明 的 定理 有 着 一 系列 的 应 用 ， 特 别 是 在 积 
分 学 中 .我们 在 后 面 各 讲 中 有 一 处 还 要 遇 到 它 ， 

对 于 间断 点 而 育 十 分 重要 的 还 有 另 一 种 分 类 方法 ， 即 不 
是 按照 其 量 香 进 行 比 较 , 而 是 按照 其 间断 的 方式 ,我 们 知道 ， 
等 式 Fa 十 0) 二 (0) 一 了 ta 一 0) 可 以 作为 国 数 Frzry 在 点 
a 处 连续 性 的 判 据 .可 能 是 : fia 十 D) 和 Fa 一 0) 都 存在 ， 
但 至 少 其 中 之 一 不 等 于 f(a)， 这 时 我 们 称 点 4 为 消 数 f(x) 
的 第 一 类 间断 点 ， 也 即 是 说 ， 第 一 类 间断 点 的 特征 为 ， 当 无 
论 共 右边 ， 或 是 从 左边 趋 近 于 它 时 函数 ftx) 的 极 委 都 存在 ， 
但 这 两 个 极限 彼此 不 相等 ， 或 者 它们 两 个 相等 ， 但 却 不 等 于 
在 该 点 处 的 函数 值 . 图 13 给 出 (这 里 函数 在 间断 点 的 值 可 以 
是 任意 的 ) 前 一 种 间断 点 的 例子 ， 医 14 给 出 另 一 种 图 形 . 

第 一 类 问 断 点 是 最 简单 的 一 类 间断 点 ;研究 它们 相间 比 
较 容易, 当然 是 归 因 于 极限 f(a 十 0}) 及 (wu 一 0) 存 在 , 所 有 其 
他 的 间断 点 称 为 第 三 类 闻 断 点 ， 这 就 表明 在 第 二 类 闻 断 点 上 
因数 至 少 在 趋 于 该 点 的 两 个 方向 〈 右 边 或 左边 ) 之 一 不 会 趋 


图 13 区 14 


于 任何 极限 .我 们 萎 次 提 到 过 的 冰 数 y = sin 二 在 z = 0 是 
这 种 性 态 的 十 分 有 教 益 的 例子 (图 15). 在 包含 0 在 内 的 任何 
区 间 上 ， 蓝 数 的 上 确 界 等 于 十 1， 而 下 确 界 等 于 一 1， 轴 此 
ort0) 一 2. 我 们 在 本 讲 开 头 和 研究 过 的 Dirichlet 函数 , 很 显然 
地 ， 在 每 一 点 处 都 有 第 二 类 间 断 . 


音调 阵 数 ， 国 数 ? 一 f(x) 称 为 在 区 间 [4,5j 上 不 减 的 ， 
如 果 当 a 所 坟 所 世上 时 ,总 有 fr) SE fr). 若 f(z) 二 
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(ri) 则 称 为 增加 的 ,或 上 升 的 ,或 严格 增加 的 ; 如 果 条 件 中 
总 有 -az 之 Az2)， 削 数 Lx) 称 为 在 区 间 [e ,中 上 不 增 的 ， 
若 Fr > f(xz) 则 称 为 下 降 的 《或 严格 下 降 的 )， 本 减 函数 
与 不 增 图 数 一 起 构成 单调 函数 类 . 单调 函数 具有 一 系列 特别 
的 性 质 ， 使 得 在 许多 情况 下 成 为 方便 的 研究 工具 . 

首先 ， 任 何在 商定 的 团 区 间 [a,8] 上 单调 的 渔 数 (Cr) 在 
此 区 间 上 有 上 守 (通常 设 区 间 是 团 的 ， 对 开 区 问 而 言 结 论 可 能 
不 成 立 ; 例如 函数 y = 上 在 开 区 间 (0,1] 上 是 单调 的 , 但 是 
无 界 ). 实际 上 , 妆 a 委 工 过 时 7x) 介 于 Fey 与 .76) 之 
间 ， 其次, 很 显然 地 ， 其 在 闭 区 回 端点 处 的 值 Ara) 和 .Fo6) 正 
是 单调 函数 的 确 界 . 这 些 数 也 是 函数 了 (zx) 在 闭 区 间 fa ,51 上 
的 最 大 值 和 最 小 值 . 

单调 晒 数 可 能 有 间断 点 , 从 图 13 中 我 们 一 看 就 明白 . 伯 
这 种 匈 数 的 向 断 不 仅 按 其 特征 ， 而 且 按 其 量 值 来 讲 都 是 有 希 
的 . 首先 ， 由 有 界 性 , 单调 国 数 不 可 能 有 度量 为 无 穷 的 间断 . 
其 次 , 单调 函数 f(z) 间断 的 度量 超过 任何 一 个 正 数 + 的 点 的 


二 


BE 


起 见 设 C2) > fo) 日 . 旧 设 半数 六 在 区 间 [a,6] J 上 在 个 
这 样 的 点 ,在 每 一 个 这 样 的 点 上 该 函数 闻 断 的 度量 都 起 过 
我 们 目 堪 鞋 右 ， 以 cess se 来 表示 这 个 点 ,因而 对 任意 
小 的 省 0 有 
Ac 十 四 一 Fe 一 四 (过 让 过 1); 
如 果 我 们 选择 6 这 样 小 (这 总 是 可 能 的 )， 局 得 a €, 
ceE<pH 
el 一 1)， 

即使 得 邻 域 (co 一 sex 十 e) 两 两 之 间 没 有 公共 点 且 整 个 她 落 
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在 区 则 fa :所 之 中 ， 则 显然 地 有 ， 
nr OV Cf Fe) — fe — 8) SE fb) ~ fla), 


于 是 有 
网 和》 一 Ca) 
EF 


此 则 所 要 证 明 的 .特别 地 ， 这 也 即 是 说 单调 确 数 只 可 能 有 有 
限 多 个 这 样 的 点 ， 在 这 些 点 上 它 的 间断 的 度量 超过 给 定 的 正 
数 . 对 非 单 调 的 沿 数 而 言 则 完全 是 另 一 回 事 了 . Dirichlet 函数 
在 每 一 点 处 的 间断 都 等 于 1. 

最 后 。 阁 函数 Fr) 在 区 闻 [e ,的 上 音调， 则 由 第 一 讲 引 
理 (参见 p. 20)， 在 此 区 间 的 每 一 点 * 上 援 限 ftc 十 0) 和 
rc 一 0 都 存在 (在 点 a 处 只 有 有 极限 ,而 在 点 #5 处 只 有 左 极 
限 )。 由 此 得 出 ,单调 函数 只 可 能 有 第 一 类 间 渐 点 . 

者 界 灾 差 匹 数 . 设 国 数 f(T) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 ,我 
们 坟 任 意 的 方式 将 此 区 间 分 成 4 个 部 分 区 间 ， 自 诺 至 右 以 
ZT19Xzr" 9Tn-1 来 表示 这 些 分 点 ， 为 有 普 谢 性 起 见 令 。 一 za 豚 
一 ze， 因而 有 

中 二 0 

和 


S = > [fra) 一 fxr) | 


与 我 们 对 区 间 [e ,器 所 做 的 分 划 有 关 . 对 于 不 同 的 分 划 , 一 般 
说 来 ， 此 和 和 应 到 不 同 的 数值 ， 用 各 种 可 能 的 方式 作出 上 面 所 
做 的 分 划 〈 连 个 数 ” 也 是 可 以 任意 改变 的 ), 我 们 就 会 得 到 无 
穷 多 个 和 3. 5 的 集合 的 上 确 界 M( 它 当然 可 能 等 于 十 oo) 称 
为 画 数 f(x) 在 区 洱 [a,5] 上 的 全 变 差 , 我 们 将 以 Vila,5b) 来 
表示 它 ， 如 果 Va,) 是 一 个 数 (Y ytasb) 之 十 co)， 则 函数 
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fr) 称 为 区 章 [a， 中 土 的 有 界 变 差 图 数 . 着 VYi(a, 认 一 
十 co， 则 称 函 数 f(z) 在 区 间 [e ,六 ] 上 的 变 差 是 无 限 的 (无 界 
的 3》. 

有 界 变 其 底数 类 在 分 析 中 以 及 其 应 用 中 起 着 十 分 特殊 的 
作用 . 特别 地 ,很 显 伏 有 : 任何 在 区 间 [a, 看 上 单调 的 痛 数 
者 是 在 此 区 间 上 的 有 界 变 差 旺 数 . 实际 上 ， 对 单调 函数 (x) 
而 言 和 S$ 对 任何 分 划 都 等 于 1) 一 fta)1, 因此 

re 一 [fp) — fea)l. 

对 人 研究 有 界 变 着 消 数 的 一 般 性 质 有 着 基本 意义 的 是 这 样 
一 个 定型 ， 由 此 和 定理 ， 斌 究 最 一 般 的 这 种 类 型 的 函数 都 完全 
可 化 为 对 单调 函数 的 研究 ， 这 个 定理 是 ， 任 何 有 界 变 差 肾 数 


| 


中 一 个 是 不 沽 次 数 , 丽 另 一 个 则 是 不 增 耳 数 )， 由 此 命 丁 ， 则 
关于 单调 函数 的 间 斯 点 的 个 数 及 特征 的 任何 基本 性 质 ， 都 可 
以 推广 到 所 有 的 有 界 变 善 函 数 中 去 . 

要 证 明 这 个 基本 的 定理 ， 为 简便 起 见 我 们 约定 以 记号 
zz) 来 代替 Trta,r)， 并 且 令 

FVD TIE PD) SV) f=NG)) 
由 此 得 

fry = Pr N(x). 

如 果 我 们 能 证 明 项 数 Ntz) 和 Pry 为 区 间 [a ,中 土 的 木 碱 画 
数 ， 则 我 们 的 定理 就 将 得 证 . 

念 了 去 和 < < 古 ， 因 为 

2CPCz) — PIV a ) Vr) + CA) fy, 

ZN Cz) — Nr V rd) VY) (Fr) fr), 
所 入 为 了 达 铬 目的 ， 只 需 证 明 


Vix} 一 了 ET) 守 | — Fr) | £5) 
基 可 . 
令 e 为 任意 小 的 正 数 . 依照 量 V (zi) 的 定义 , 作为 各 5 的 
土 确 界 ,必定 存在 着 区 间 [a ,zj] 的 这 样 的 一 个 分 划 ， 使 得 相 
应 的 和 5 = S(ayz) 大 于 V(x) 一 sy 但 和 
Stasr) + za 一 了 (zi | = Sa,r,) 
很 显然 地 是 对 区 间 [a ,zx;1 的 和 5 中 的 一 个 , 因而 它 不 可 能 起 
过 这 些 和 和 的 上 确 界 V Cx), 也 划 是 说 ,我 们 得 到 
Cr) 一 上 十 | Fe 一 FT | ST) | rs) — fr) | 
~Stayr) EV (x), 
由 此 得 到 
zz 一 TCD |x) fm) | 一 5 
因为 任意 小 , 故 由 此 可 得 (5) 式 , 而 我 们 的 定理 得 证 . 
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第 讲 
级 数 
级 数 的 收敛 性 与 级 数 和 ， 一 -Cauchy 准则 ， 一 一 正 车 级 


数 ， 一 一 绝对 收 僵 和 条 件 收 证 ， 一 一 无 穷 滋 税 ， 一 一 函数 级 
数 . 一 一 符 级 数 . 


航 数 的 收效 性 与 组 数 的 和 ”今天 我 们 要 讲 数 学 分 析 的 
最 重要 的 工具 之 一 一 一 无 穷 级 数 ， 正如 你 们 所 熟知 的 ， 在 大 
量 部 分 析 癌 是 面前 ， 无 穷 级 数 是 我 们 研究 问题 的 一 种 完全 是 
技术 性 的 工具 ， 是 一 个 很 有 用 、 很 方便 的 但 在 原则 上 则 如 有 
志 大 新 东西 的 工具 .虽然 如 此 。 这 个 工具 仍然 值得 在 我 们 这 
本 简明 的 救 程 里 用 专门 的 一 讲 来 讲 它 ， 这 样 安排 的 原因 与 其 
说 是 因为 不 仅 在 数学 分 析 本 身 ， 而 且 在 几乎 所 有 依 束 于 它 的 
应 用 科学 的 这 些 大 厦 中 都 渗透 了 它 的 许多 应 用 ， 倒 不 如 说 是 
因为 在 级 数理 论 的 并 不 太 复 杂 的 材料 中 ， 整 个 数学 分 析 的 典 
型 的 思维 过 程 ， 一 系列 的 概念 、 模 式 其 至 整个 的 还 辑 体系 都 
以 特别 明显 、 清 楚 的 方式 来 自 级 数理 论 ， 如 所 熟知 ， 学 生 全 
要 是 主动 地 、 牢 固 地 掌握 了 级 数理 论 ， 则 继续 掌握 分 析 的 基 
本 章节 一 般 说 来 就 不 会 有 任何 困难 了 . 


Bi 直下 十 二 二 《2 


(其 中 所 有 的 zw 是 数 , 我 们 通常 设 为 实数 ) 的 式 子 我 们 称 之 为 
数 项 无 穷 级 数 ， 数 w。 称 为 级 数 的 项 ， 有 限 和 


Ss 一 Du 


称 为 级 数 (1) 的 部 分 和 . 

关于 每 一 个 形 如 (1) 的 级 数 的 基本 问题 是 其 收 化 性 的 问 
题 . 若 极限 

Hime, 二 性 

存在 ， 级 数 (1) 称 为 是 收敛 的 ， 而 $ 则 称 为 它 的 和 反之, 则 
级 数 (1) 称 为 发 散 的 ， 并 且 没 有 和 | 当 n 一 00 时, 5, 一 oo 或 
省 5, 一 一 co 的 情况 我 们 形式 上 当然 可 以 把 它 看 成 收敛 的 或 
者 看 成 发 散 的 ， 两 者 都 行 ， 但 是 遂 常 都 把 它 归 二 发 散 级 数 一 
类 ， 所 以 ， 所 谓 级 数 的 和 ， 总 是 指 某 个 数 .但 虽然 我 们 是 把 
具有 无 窃 和 的 级 数 以 及 完全 没有 和 的 级 数 放 在 一 起 都 称 为 发 
散 级 数 ， 却 应 当 指 出 : 这 两 类 级 数 在 其 基础 上 是 毫 无 共同 之 
处 的 ， 基 所 以 放 在 一 起 ， 只 是 因为 二 者 都 与 带 有 限 和 的 级 数 
相 了 矛盾 《尽管 是 在 不 同 的 意义 下 ). 

数学 分 析 的 基本 章节 中 仪 仅 用 到 收 钱 级 数 . 对 于 第 一 次 
研究 级 数 的 估 ， 对 于 级 数 和 以 及 求 和 这 程 的 最 初 的 印象 不 可 
避免 地 是 看 成 了 和 有 限 和 完全 类 似 的 东西 ， 这 一 点 党 当 是 没 
有 经 过 推 套 的 , 这 里 有 一 个 类 比 中 有限 和 5, 就 是 : 级 数 的 前 
并 有 项 的 和 . 现在 常见 的 是 讲课 者 
本 人 在 促进 其 至 直接 传授 这 种 概念 ， 并 且 应 当 承 认 ， 如 果 对 
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此 充分 地 小 心 而 不 失 警 惕 性 的 话 ， 则 这 种 概念 实际 上 不 仅 可 
流 促 进 掌 担 级 数理 论 的 基本 和 内容， 而 二 可 以 启发 我 们 预见 新 
的 尚未 认识 的 规律 . 但 是 一 分 钟 也 不 能 忘记 二 种 苑 险 ， 即 在 
这 种 交 比 中 走 得 太 远 并 且 误 认为 它 就 是 证 明正 如 你 们 所 知 
道 和 的 ， 在 无 窃 级 数 和 有 有 限 和 之 癌 的 类 似 ， 多 多 少 少 的 只 能 
限于 所 谓 的 绝对 收 生 级 数 (对 它 我 们 将 在 后 面谈 到 ), 而 对 于 
所 请 “条 件 收 请” 级 数 ， 则 我 们 把 无 穷 级 数 想象 为 组 成 它 的 
各 项 的 和 好 像 有 限 和 一 样 ,马上 就 会 遇 到 不 可 克 最 的 困难 . 实 
际 上 ， 要 想象 出 “级 数 的 所 有 项 的 和 ”是 困难 的 ， 只 要 改变 
级 数 各 项 的 次 序 ， 级 数 的 和 就 可 能 改变 最后， 过 分 强 殉 地 
把 对 级 数 积 想象 为 非常 像 有 限 和 那样 的 东西 ， 这 本 身 就 隐 含 
了 严重 的 方法 论 上 的 危险 ， 容 易 交 割 掉 无 穷 级 数 和 所 特有 的 
意 头 前 凡 体 的 内 容 ， 实 际 上 ， 构 造 级 数 和 的 过 程 完全 不 像 有 
限 和 的 过 程 一 样 ， 并 有 号 完全 不 在 于 《 像 有 时 所 想 的 那样 ) 把 
级 数 各 项 一 项 接 一 项 地 加 下 去 .“ 加 完 为 止 >， 这 当然 是 完全 
没有 和 希望 的 事 : 把 逐次 添加 的 级 数 的 项 加 完 是 不 可 能 的 ， 因 
为 它 是 无 穷 才 的 ， 而 如 采 我 们 还 有 可 能 说 到 级 数 的 和 ， 则 正 
是 因为 我 们 舍弃 了 这 种 毫 无 希望 的 无 限 多 项 相 加 的 过 程 而 代 
之 以 完全 不 同 的 另 一 种 运算 (极限 过 程 ), 这 马上 使 我 们 达到 
日 的， 这 里 给 出 一 个 用 以 描述 元 穷 级 数 和 的 详细 的 天 述 ， 我 
们 当然 像 在 上 有限 和 一 样 ， 从 用 逐次 增加 的 方法 开始 ， 即 构造 
和 SSs 等 等 . 但 我 们 总 不 打算 把 这 个 过 程 无 限 进行 下 去 , 构 
造 了 部 分 和 以 后 ， 我 们 就 注意 研究 部 分 和 的 性 质 和 结构 ， 首 
先是 它们 与 所 取 的 项 数 有 的 关系 ， 换 言 之， 我们 研究 的 对 象 
是 量 S, 作为 n 的 函数 (在 许多 情况 下 要 想 掌握 这 个 函数 关系 
的 整个 状况 ， 不 必要 研究 和 Si,S: 并 长 此 以 往 ， 研究 了 不 多 几 
个 项 以 后 , 就 能 马上 得 到 函数 5, 的 适当 的 解析 表示 .例如 在 
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初等 代数 中 所 熟知 的 几何 级 数 就 是 这 个 情形 }, 确切 说 来 , 我 
们 力求 了 解 ， 当 ”~> oo 时 量 s。 是 否 趋 于 某 个 极限 以 及 若 有 
极限 ， 则 拥 限 是 什么 . 也 即 是 说 ， 摘 述 无 穷 级 数 的 和 要 枯 下 
面 丙 步 工 作 : 1》 给 上 出 部 分 和 5S, 并 研究 其 与 的 关系 ; 2) 令 
2 一 oo 而 取 极 限 ， 你们 当然 看 得 出 ,所 有 这 一 切 帮 完全 不 像 
是 “把 全 部 的 项 加 完 ”， 并 且 一 分 钟 也 不 能 忘记 这 个 差别 . 否 
则 我 们 就 有 落 人 入 毫 无 根据 的 类 比 这 个 错误 的 危险 . 
我 们 再 来 做 出 如 下 的 注 记 .我们 看 到 ， 关 于 己 知 级 数 
(1) 的 和 的 问题 完全 归结 为 与 此 级 数 有 关 的 序列 
本 2) 
的 极限 问题 。 反 之 ， 知 给 定 完 全 任意 的 序列 (2), 邻 
HI = Dy Hs = Si Oo Bis Hs = SO os 
二 
则 我 们 总 能 把 序列 (2) 的 家 限 问题 化 为 级 数 (1 的 和 的 问题 . 
也 即 是 贷 , 从 这 个 观点 来 讲 级 数论 的 问题 同 (关于 序列 的 ) 的 
极 眼 论 的 基本 问题 没有 任何 区 别 ， 
实际 上 ,当然 地 , 级 数理 论 的 特点 , 它 的 问题 和 方法 , 正 
是 受 着 这 样 一 个 特别 的 观念 的 制约 ;把 序列 (2) 的 项 看 成 菜 个 
级 数 (1) 的 部 分 和 序列 . 并且 这 个 观念 在 思维 上 是 十 分 有 益 的 
并 且 在 应 骨 方 面 是 相当 重要 的 ， 以 致 非 构 成 其 特别 的 理论 体 
系 不 可 ， 这 个 理论 就 是 无 穷 级 数理 论 . 
Cauchy 准 亿 。 老 级 数 (1 收敛 , 则 当 = 一 oo 时 ,一 0 
实际 上 ， 当 >>1 时 地 一 3 一 S 因为 当 ， -> co 时 8。 和 
3S。: 有 同一 个 极限 3, 故 有 u 一 0， 收 全 级 数 的 这 个 性 质 的 重 
机 性 是 因为 它 使 得 在 许多 情形 下 容易 关 断 级 数 的 发 散 社 ; 为 
此 只 要 证 明 当 ~ oo 时 ww 不 是 无 穷 小 量 . 但 是 , 正如 你 们 所 
了 解 的 , 从 当 n 一 05 时 & 一 0 还 不 能 断定 级 数 (1) 收 伸 ， 例 


如 :“ 调 和 ”级 数 
1 1. 贡 也 中 1 时 忠贞 
] 十 7 十 3 十 十 十 oe， 


我 们 已 经 熟知 是 发 散 的 ( 当 % 一 十 oc 时 5 ce) 尽管 其 第 
2 项 当 有 一品 寺 是 无 穷 小 上面 说 的 准则 只 有 一 个 方面 ( 必 
要 而 非 充 分 ) 当然 在 相当 大 的 程度 上 限制 了 其 应 用 的 范围 . 

正如 我 们 蕊 经 看 到 的 ， 关 于 级 数 的 收敛 性 问题 只 不 过 是 
某 个 数值 序列 的 极限 存在 性 问题 的 一 种 特殊 形式 ， 因 此 当 我 
们 把 我 们 所 已 经 熟知 的 序列 极限 存在 的 Cauchy 准则 {第 二 
讲 第 34 页 ) 转换 为 级 数理 论 的 语言 ， 就 能 得 到 级 数 收 伍 性 的 
必要 和 充分 准则 . 要 使 级 数 (1) 的 部 分 各 序列 当 = 一 oo 时 有 
极限 ,正如 我 们 所 知道 的 那样 ,必须 而 且 只 须 对 任何 e 守 0 对 
任何 充分 大 的 » 以 及 对 任何 志 宇 0 成立 不 等 式 

Loan 一 由 | < < 


因为 Sore 一 So 一 六 2“ 则 我 们 直接 得 到 下 述 命题 . 


Cauehy 准则 . 要 使 级 数 (]) 站 效 ， 必须 而 县 只 需 : 对 
任何 上 人 0 及 对 充分 大 的 站 以 及 任意 的 自然 数 羡 成立 不 等 式 
[iotl 二 wr 十 二 sl < (3) 
形象 地 说 ,Cauchy 准则 的 条 件 在 于 ;级 数 的 充分 远 的 ,无 
论 起 样 长 的 “一 段 ” 就 绝对 值 而 谨 可 以 变 得 任意 的 小 ， 当 然 ， 
如 同 在 极限 论 中 一 样 ,Cauchy 准则 只 解决 级 数 和 的 存在 性 问 
题 ， 而 对 和 的 太 小 则 什么 也 没有 告诉 我 们 ， 
作为 基本 理论 研究 的 有 效 武 器 的 Cauchy 准则 很 少 用 于 
判断 个 别 的 、 具 体 的 级 数 的 收 敏 性 ， 这 一 点 正如 我 们 在 第 二 
讲 中 就 极限 存在 的 类 似 情 况 说 过 的 那样 。 其 原因 在 于 ， 通 常 
并 不 容易 确定 对 于 具体 的 级 数 而 言 条 件 (3) 是 否 满 足 . 
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因此 ， 正 如 你 们 所 了 解 的 ， 级 数理 论 中 建立 7 大量 的 舅 
外 的 收 伍 准则 . 这 些 准 则 不 具有 Cauchy 准则 所 有 的 特征 即 
同村 是 必要 南昌 充分 的 ), 但 是 在 用 于 个 别 的 具体 的 级 数 时 却 
有 着 无 比 忆 大 的 方便 之 处 ， 大 多数 这 样 的 准则 是 关于 正 项 级 
数 的 .一 开始 就 研究 这 个 最 简单 同时 又 是 最 重 蔓 的 级 数 类 从 
方法 论 土 讲 是 方便 的 ， 然 后 再 力求 把 对 任意 级 数 的 研究 化 为 
对 这 类 最 简单 类 型 的 级 数 的 研究 . 

下 项 级 数 ， 如 果 级 数 (1) 的 所 有 项 都 是 非 贷 的 ， 赐 很 显 
然 地 , 5, 是 x 的 不 沽 函数. 因此 ,由 第 一 讲 的 引 理 1, 就 只 可 
能 有 下 述 两 种 情形 之 一 出 现 : 或 者 级 数 (1) 收 和 敛 , 或 者 lim5， 
一 十 co. 换言之 , 级 数 (1) 收 生 或 发 散 要 看 当 =-~> co 时 量 5。 
是 有 和 界 还 是 无 界 ， 对 这 类 组 数 的 尾 何 收 敏 准 风 因此 就 可 以 这 
样 的 建立 ， 只 要 证 明 冰 数 $, 在 相应 条 件 下 的 有 界 性 妓 可 ， 

大 多 数 关 于 正 项 级 数 的 收 误 性 的 准则 是 以 下 看 的 特别 强 
的 比较 法 则 为 基础 的 : 如果 两 个 级 数 


二 二 下 二 十: {A) 
各 
. 十 十 于吉 (B) 
的 所 有 项 均 非 负 ， 并 且 当 之 mm 时 有 
HA Ds (CC) 


则 从 级 数 (B) 的 收 钱 性 可 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 (同时 也 就 
表明 从 级 数 (A 的 发 散 性 推 得 级 数 (B) 的 发 散 性 》， 

这 个 基本 淮 则 的 证 明 很 简单 ， 我 们 以 5, 和 S。 来 表示 级 
数 (A} 和 级 数 (PB) 的 相应 的 部 分 和 .如 果 级 数 (B) 收 和 化， 风量 
S, 有 界 ,， 而 由 条 件 (C) 


S 一 SS Ss 一 9。， 


并 数 ar 


所 以 量 S, 志 5 十 (54 一 S;,) 也 有 界 . 因而 级 数 (A) 也 收敛， 

取 定 了 某 个 收 僵 性 已 知 的 级 数 作 为 级 数 (B) 之 后 , 通常 
接 下 来 就 要 证 明 ; 在 某 个 条 件 下 当 级 数 (A) 的 项 通过 条 件 
《C) 与 级 数 (B) 相关 联 , 任何 这 样 一 种 条 件 都 能 够 成 为 级 数 
(A) 收 伍 的 准则 ， 傅 如 : 如 果 选 取 通 常 的 几何 级 数 作 为 级 数 
《B) 的 话 ， 则 我 们 由 此 得 出 对 于 级 数 (A) 而 言 怡 怡 是 最 篇 单 
的 ,当然 也 是 你 们 所 多 知 的 D'alembert,Cauchy 收 黎 准则 等 
等 . 不 单 是 这 个 准则 ,其 他 所 有 的 蕉 由 都 是 在 这 样 那 样 的 具 
体形 式 下 要 求 级 数 (aA) 的 项 随 着 的 增加 而 足够 快 地 减少 . 


如 达 朗 贝尔 准则 就 要 求 比 -2 当 充分 大 时 不 大 于 一 个 比 1 
小 的 数 , 这 是 以 很 明显 的 方式 表 基 了 有 大 正 是 随 着 的 增加 
而 以 足够 快 的 速度 在 减少 ， 

这 里 我 们 不 去 建立 这 类 准则 ， 你 们 在 每 一 本 分 析 教 程 中 
都 能 找到 它们 以 及 它们 的 详尽 的 证 明 ， 现 在 不 讲 这 个 基本 上 
是 形式 的 理论 ， 我 们 力求 更 加 详细 地 审视 关于 正 项 级 数 的 收 
黎 速 度 的 概念 、 这 个 问题 ， 尽 管 各 种 教程 都 不 会 齐 ， 对 于 未 
来 的 实际 工作 者 来 说 ， 不 但 朋 原 则 的 意义 ， 而 匡 有 直接 的 实 
际 意 义 ， 实 际 上 ， 如 采 级 数 收 伍 得 很 慢 ， 即 为 要 得 到 与 其 极 
限 值 S 接近 到 --- 定 程度 的 3.， 必 须 把 很 多 二 项 加 起 来 ， 各 项 
数 是 很 大 的 数 ， 则 这 种 级 数 尽管 有 完整 的 理论 价值 ， 却 不 
可 能 成 为 近似 计算 数 5 的 工具 ， 因 而 在 实际 上 不 可 能 有 大 的 
人 作用， 至少 没有 直接 的 作用 .顺便 指 击 ， 有 时 会 中 到 相反 的 
情况 ， 在 一 定 条 件 下 ， 发 散 的 级 数 可 能 是 实际 计算 某 些 数 值 
的 很 方便 的 工具 . 这 种 情形 使 得 著名 的 法 国学 者 配 . Poincare 
在 研究 这 种 现象 时 ， 有 理由 指出 一 种 似 是 怪 论 的 想法 ， 上 收敛 
的 级 数 有 时 是 “实际 上 发 散 的 ”月 友之， 发散 的 级 数 一 一 
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“实际 上 是 收敛 的 *. 

对 任何 收 伍 级 数 而 育 ， “ 余 项 ” rd Oe tlt tre 
十 … 当天 ~ co 时 是 无 穷 小 量 . 级 数 的 收 合 速度 完全 地 取决 
于 这 个 无 穷人 小 的 “ 阶 ”, 即 取决 于 当 ” 一 co 时 它 以 什么 样 的 速 
度 趋 近 于 零 . 通常 认为 ， 如 果 当 nn 一 ce 时 余 项 ~ 类 基于 几何 
级 数 一 样 地 减少 的 话 ， 则 角 数 的 收 但 速度 是 好 的 . 为 此 ， 只 
要 已 知 级 数 的 项 a 当 充分 太 时 不 大 于 某 个 几何 绥 数 的 对 
应 项 就 是 够 了 ， 实 际 上 ， 由 

pe < Cn 2 0), 

(其 中 a >0 且 9 为 常数 (0 之 9 < 之 1)) 得 到 : 当 n 守 no 时 有 


ra < age 1 十 G 十 …) 一 Tr 


知 秆 一 个 级 数 的 余天 汪 增加 时 ， 其 余 项 的 减少 如 同上 = 的 某 
个 负 的 每 , 即 如 具有 像 羡 i 二 等 等 ， 这 样 的 级 数 收 使 得 慢 老 了. 
这 类 级 数 对 实际 应 用 起 来 党 常 金发 生 困 难 ， 这 里 需要 指出 的 
是 : 如 果 对 于 充分 太 的 n 有 小 于 an* (其 中 a 汪 0 有 昌 疡 
1 为 肖 数 ， 同时 数 闵 绝对 不 必 一 定 是 整数 ), 风 < 如 1， 
其 中 是 另 一 个 正 的 常数 ， 实 际 上 对 函数 flix) = zx! 应 用 
Lagrange 有 限 增 量 定理 , 当 z 半 0 时 我 们 得 到 
Cr Dt D+ 0 
> Rr O11), 
令 工 一 ?一 1 并 以 mi 一 1 去 除 两 边 ， 则 得 到 
_ 一 ET 一 AH 和 一 人 一 和 
tn 1) 如 一 1 
~ 这 一 jg 一 了 六 一 -> 点 一 l 


mien 一 ] Y*— 1 nt 


所 以 有 
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二 < P| jen — 1 ln; 


如 果 < an， 则 得 到 
hn ty), 
因而 


一 Pui 2 CO] nti 


| 
nt1, 


上 一 
即 为 我 们 的 结论 . 
现在 再 回 到 收敛 准则 的 问题 上 来 .我们 作出 如 下 注 记 . 
对 任何 收复 级 数 而 言 都 有 x 一 0 (rn 一 oo}; 但 是 , 其 至 对 正 
项 级 数 而 言 “一 般 项 "wu 的 这 种 向 零 的 趋 近 也 可 能 不 是 单调 
的 . 从 几何 级 数 中 通过 调换 a 和 ,ws 和 好 可 得 到 一 
个 简单 的 这 方面 的 例子 , 即 是 级 数 
1 


1 1 1 1 1 
2 oat 人 tt gt gm 


但 是 在 绝 大 多 数 情 况 下 , 在 分 析 及 其 应 用 中 遇 到 的 具体 
的 正 项 级 数 常 党 具有 这 样 的 性 上 质 ; zol 所 wn 一 1: 2)， 
即 在 这 些 级 数 中 随 着 = 的 增加 ,单调 减 小 重 w 一 0. 因此 关 
于 单调 碱 少 的 正 项 级 数 的 收 伍 性 有 一 类 专门 的 法 则 值得 特别 
注意 ， 尤 其 是 共有 准则 特征 “ 即 必 要 而 且 充 分 的 ) 及 同时 又 
在 研究 各 个 具体 的 级 数 时 能 很 方便 地 应 用 的 那些 法 则 ， 我 们 
来 研究 这 类 法 则 中 的 两 个 ， 

定理 (Cauchy 积分 准则 )， 设 函 玫 ftx) 为 半 直 线 0 所 
之 十 oc 上 的 正 的 .连续 的 .不 增 的 函数 . 此 时 级 教 

FD + f(D) 二 十 fm) 十 (A) 

要 起 是 收 敏 的 ,必须 而 且 只 需 : 当 aa 一 十 oo (a 六 0) 时 ,积分 
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{fonda (BY 


有 有 限 极限 .〈 笨 样 地 , 当然 必须 而 且 只 需 这 个 积分 当 a 一 ce 
时 是 有 界 的 .) 

为 方便 证 朋 起 见 ， 我 们 从 已 知 阴 数 ， 而 不 是 从 已 知 级 数 
出 来 曾 述 这 个 准 旭 但是， 显然 地 ， 对 任何 单调 减少 的 正 项 


级 数 (A)， 痢 容易 建立 满足 我 们 定理 要 求 的 这 样 的 喘 数 . 


了 tr)。, 使 得 六 2) = tn 宇 1). 这 样 一 来 ,我 们 的 定理 实际 上 
就 是 上 述 这 种 级 数 收 急性 的 判别 准则 ， 
证 明 . 很 显然 ， 由 于 国 数 乒 z) 的 单调 性 5 不 增 ) 有 
| fdu 守 f(n) 之 和 fewdn, 
所 以 | 
| reoax > Df > fdu, 


此 不 等 式 直 接 表 明 .; 当 n 一 oo 时 量 2 ek) 及 | flyae 村 人 入 
都 看 界 ， 要 么 都 无 界 ， 此 即 定理 所 要 证 明 的 .因为 这 两 种 情 
况 下 有 界 性 等 同 于 有 有 限 航 限 的 存在 性 . 

应 用 这 个 淮 则 于 一 些 个 别 的 级 数 ， 正 如 我 们 已 经 指出 过 
的 ， 在 很 多 情况 下 是 很 方便 的 ， 例 如 设 w 二 4-"(a > 0). 令 
(0 和 工 夺 1)， 

(1 所 工 所 十 co)， 
很 显然 , 我 们 得 到 了 一 -个 满足 我 们 定理 所 有 要 求 的 函数 ， 但 
当 a 关 1 时 

| fear 二 i 十 aed 一 ] 十 4 一 一 


] 一 站 


1 
f(r) 一 | _, 
四 和 


由 此 得 出 : 由 积分 准则 , 当 a> 1 时 级 数 收 敏 , 当 e < 工时 级 
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数 发 散 . 最 后 , 当 a 一 1 时 
[fdr=1+| =1+InA— 
( 当 4 一 十 oo 时 )， 即 调和 级 数 > 发散 
再 来 看 第 二 个 准则 . 
定理 . 若 二 站 W111}) 则 要 级 者 (1)7 收 喜 ， 
必须 而 且 只 需 级 数 
at 十 2u3 十 a 十 Bua 十 十 2 十 … {4) 
也 收 合 . 
证 明 .， 由 于 级 数 (1) 的 项 单调 减少 则 


a" 
2 ln] > ， Wp > 2 


A 二 2 


(不 等 式 中 间 部 分 和 的 项 数 是 2"')， 由 此 得 
D2 > D> 广 D2. 


这 个 不 等 式 直接 表示 ,级 数 (1) 和 级 数 (4) 的 部 分 和 要 么 同 
时 有 界 ， 要 么 同时 无 界 ， 出 此 得 定理 成 立 . 


着 坟 一 ne 疡 0) 时 ,级 数 (4) 的 一 般 项 是 20 ,因此 
由 后 一 定理 ， 级 数 也-" 当 当 e>1 时 收 敏 且 当 ae 委 1 时 发 厂 . 


纺 对 收效 和 条 件 收 诚 我 们 现在 转 到 带 任 意 符 台 项 的 
级 数 ， 正 如 你 们 所 了 解 的 这 种 一 般 类 型 的 收 伍 级 数 通常 一 
开始 就 按 其 性 质 分 为 实质 上 不 同 的 两 个 类 型 ， 绝 对 收 敏 的 级 
数 和 条 件 收敛 的 级 数 ， 我 们 称 级 数 (1) 是 绝对 收 伍 的 ,如果 
级 数 

I 二 (35) 
路 颌 ， 如果 级 数 (1) 收 敏 , 而 级 数 (5) 发 散 ， 则 我 们 称 级 数 
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41》 条件 收 化 . 

这 里 首先 应 当 注 意 ， 已 知 级 数 的 绝对 收敛 性 的 定义 是 某 
个 矿 外 的 级 数 的 收 化 性 ， 因 此 定理 《当然 是 你 们 所 熟知 的 ) 
“ 住 何 绝对 收 伍 的 级 数 几 收 筷 ” 就 决 不 是 平 几 的 了 . 

当然 ， 这 个 定理 的 意义 在 于 从 级 数 (5) 的 收 敏 性 可 以 推 
得 级 数 (1) 的 收 化 性 ， 其 证 明 通 常 总 是 基于 Cauchy 准则 ， 因 
为 对 任何 =” > 0,k > 0， 


ET 

因此 由 Cauchy 准则 ， 当 级 数 (5) 收敛 时 右边 部 分 对 于 充分 天 
的 = 和 任何 都 可 以 变 得 任意 地 小 , 所 以 左边 也 当 如 此 . 于 
是 由 此 再 依 Cauchy 准则 可 推 得 级 数 (1) 的 收 伍 性 . 

绝对 收 敏 级 数 的 性 质 ， 表 现 出 与 有 限 和 有 相当 大 的 相 亿 
及 进 汪 组 生生， 
皮 进 行 组 合 ( 结 合 律 ) 而 不 因此 而 破坏 级 数 的 收敛 性 ， 也 
改变 其 和 特别 地 ， 这 些 性 质 ， 当 然 正 项 级 数 岂 是 有 ”下 区 
级 数 的 收敛 性 总 是 绝对 收 傅 )， 我 们 这 里 不 去 证 明 这 些 性 质 ， 
这 些 纯粹 是 形式 上 的 工作 ， 它 们 的 表述 你 们 在 教材 中 都 找 得 
到 ， 而 且 不 会 对 你 们 形成 企 何 困 难 . 

我 们 来 较为 详细 地 考察 一 下 条 件 收 敏 的 级 数 。 例如: 设 
想 著 名 的 Leibniz 级 数 


] 

3 
一 切 都 很 满意 ， 部 分 和 有 极限 ， 余 项 趋 于 零 (而且 其 至 并 不 
太 慢 ), 像 任何 收 敏 级 数 一 样 . 但 这 种 满意 是 多 么 的 靠不住 啊 ! 
问题 是 只 要 以 适当 地 方式 改变 一 下 各 项 的 次 序 ， 则 级 数 将 有 
另外 的 和 ， 甚 至 完全 不 再 收敛 .这 一 切 都 是 因为 级 数 (5) 
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【在 我 们 的 例子 中 这 是 调和 级 数 ) 是 发 散 的 , 当然 , 你 们 明白 ， 
这 种 求 和 法 《其 结果 依赖 于 项 的 次 序 ) 决 不 能 搬 到 老少 有 些 
像 有 限 和 的 框架 中 去 ;“ 条 件 收 敏 的 级 数 ” 这 个 名称 本 身 看 来 
明显 有 其 心理 上 的 前 担 ， 就 是 希望 只 在 有 已 知 航 约定 的 情况 
下 才 把 这 类 级 数 称 为 是 收 敏 级 数 . 

国 为 通过 排列 级 数 的 项 就 可 能 改变 条 件 收 敏 级 数 的 和 其 
至 破坏 条 件 收 和 伍 级 数 的 收 谍 性 ， 所 以 在 这 方面 任何 条 人 性 收敛 
级 数 给 了 我 们 实际 上 完全 无 限 的 可 能 性 ， 下 述 简 音 的 然而 却 
是 精致 的 定理 就 指出 了 这 一 点 ， 

定理 ， 如 果 级 数 (1) 杂 件 收效 且 w 为 任意 的 数 或 符号 
土司 中 的 任 一 个 ， 则 适当 地 交 撞 这 个 级 数 的 项 的 次 序 总 能 得 
到 一 个 新 经 葡 收 效 于 &. 

为 证 明 起 见 我 们 首先 来 建立 一 个 引 理 ， 它 本 身 也 不 无 意 

义 : 如 果 级 数 1) 条 件 收敛 ， 全 在 式 相 成 发 艇 的 级 数 (1)， 


| 


和] 


其 中 So。 级 艇 1， 中 含 于 5, 中 的 正 项 的 和 ， 而 5' 册 则 是 级 娄 
(1) 中 含 于 5, 中 的 负 项 的 和 . 如 果 级 数 (17) 及 (1 都 收 和 化 , 则 
5, 及 5S" 当 n 一 co 时 都 有 极限 ， 因 而 
9. 一 3 一 | 十 [| 二 :十 {nl 

也 趋 近 于 某 个 极限 . 即 级 数 (1) 是 绝对 收敛 的 . 而 如 果 级 数 
C13 及 (1 由 的 一 个 ， 艾 如 说 是 (413 发散， 而 另 一 个 (17 收 
伍 , 则 当 = 一 ee 时 我 们 得 到 5。 -> ceo， 57 一 ec， 其 中 c 是 一 
个 数 . 由 此 得 5。= 3。 十 S* 一 十 ceo, 即 级 数 (1) 发 散 .， 这 就 是 
说 , 级 数 (1 ) 与 级 数 (1") 必须 是 同时 发 散 的 ， 

现在 来 证 明定 理 ， 我 们 来 研究 两 种 情况 ， 

1) a 基数 .为 确定 起 见 令 ax > 0. 这 时 我 们 将 把 级 数 C 3 
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的 项 按 这 桩 次 序 排列 ， 首 先 按 其 自然 顺序 〈 即 它们 在 级 数 
(中 出 现 的 次 序 ); 取出 若干 正 项 ; 此 时 所 取出 的 项 的 和 将 
是 增加 的 , 当 这 个 和 刚刚 超过 a 时 ,我们 就 停 下 末 , 并 称 此 种 
为 转折 和 ， 然 后 开始 接着 逐 项 地 添加 级 数 (1) 的 代 项 ，( 仍 按 
其 自然 顺序 )， 而 此 时 所 取 的 项 的 和 将 是 减少 的 , 页 一 当 它 小 
于 a 了 时， 我 们 再 把 所 得 之 和 称 为 转折 和 并 且 再 次 开始 对 它 按 
顺序 添加 级 数 人 1) 的 正 项 ,…… 无 限 好 继续 这 个 过 程 , 很 显然 ， 
我 们 就 把 级 数 (1) 的 项 排 成 了 某 种 确定 的 次 序 ， 我 们 需要 证 
明 : 重组 的 级 数 有 和 和 但 首先 我 们 还 需要 前 明 所 述 作法 的 一 
个 细节 : 我 们 由 何 得 知 , 当 我 们 取 级 数 () 的 足够 多 的 正 项 时 
能 得 到 比 大 的 和 ?这 里 我 们 可 以 指望 我 们 的 绰 理 的 帮助 : 根 
据 引 理 , 由 绥 数 全 ?的 正 项 组 成 的 级 数 是 发 散 的 , 因而 在 取 足 
够 多 的 这 样 的 正 项 之 后 ， 我 们 可 以 得 到 任意 大 的 和 ， 特 别 是 
大 于 a 的 和 , 由 此 引 理 ,在 整个 构 遗 的 余下 的 过 程 中 恰好 可 以 
相信 , 添加 正 项 迟早 会 使 得 所 到 的 项 之 和 超过 a; 而 添加 负 项 
则 会 使 和 小 于 a. 

以 此 方式 证 明了 我 们 的 构造 的 可 能 性 之 后 ， 我 们 现在 应 
当 证 明 : 新 级 数 的 部 分 和 时 而 大 于 wa， 时 而 小 于 e， 而 和 无限 接 
近 于 这 个 数 . 从 我 们 的 构造 过 程 中 ， 很 昆 然 地 ， 藻 取 新 级 数 
的 两 个 相继 的 转折 和 、 则 其 所 有 的 其 余 的 和 都 将 介 于 它们 之 
问 ， 因 此 我 们 只 要 证 明 转 折 和 以 = 为 其 极限 就 够 了 ， 很 显然 
地 ， 每 一 个 转折 和 与 a 的 距离 按 其 绝对 值 而 言 都 不 大 于 其 最 
后 的 一 项 ， 即 是 一 个 显然 趋 近 于 零 的 量 ， 因 为 这 个 项 是 我 们 
最 初 的 〈 收 合 ) 级 数 的 项 ， 于 是 此 种 情形 下 的 定理 得 证 . 

2) 现 在 令 a= 十 cc ta 二 一 oo 的 情形 证 明 完全 相仿 }. 因 
汐 当 n= oo Hw, -0， 则 数 | | 之 集合 tx 一 1,2,:…) 有 界 . 
令 户 为 其 上 确 界 . 我 们 研究 级 数 (1) 的 正 项 序列 并 旦 把 它们 
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这 样 分 段 : 使 得 每 一 段 中 各 奈 的 和 前 太 于 28 (由 我 们 已 证 明 
的 引 理 ， 这 是 可 能 的 )， 现 在 把 级 数 避 ) 的 项 这 样 安排 ， 首先 
只 从 所 分 的 段 中 有限 第 一 个 5 按 其 自然 顺 厅 ),， 然后 瀛 加 -一 个 久 
项 即 第 一 个 负 项 ， 再 取 第 二 自 ， 梁 加 上 第 二 个 商 项 ，…… 区 | 
为 每 一 段 的 和 都 大 于 25, 而 每 ”个 负 项 按 苞 对 介 讲 者 不 大 于 
3， 所 以 当 取 了 nn 个 正 的 眉 及 nw 个 俩 项 之 后 ; 我 们 将 得 到 大 于 
2B3x 一 Br 二 Bw 的 和 ， 由 此 可 以 看 出 , 重组 的 级 数 的 部 分 和 当 
”一 so 诗 无 限 增 加 . 

我 们 特意 这 样 详细 地 停留 在 这 些 构 造 的 方法 上 ， 是 因为 
它们 是 这 样 的 有 意 叫 也 有 教 益 ， 迫 怎 我 们 密切 关注 级 数 的 结 
梅 ， 而 且 从 膛 辑 上 解剖 它 ， 对 你 们 来 说 ， 下 面 是 -- 个 很 有 元 
也 很 有 载 益 的 练习 ,证 明 通过 适当 变换 每 一 个 条 件 收 伍 级 数 
的 项 ， 可 以 得 名 上 既 没 有 有 限 和 ， 也 没有 无 限 和 的 级 数 . 

无 穷人 条 和， 除 加 法 外， 另 一 种 算术 运算 -一 - 汇 法 一 一 
也 可 以 应 用 于 任意 多 个 数 。 像 我 们 在 前 面 已 经 找到 了 项 数 无 
限 增 加 的 和 的 极限 一 样 ， 这 里 我 们 还 可 以 提出 因子 个 数 无 限 
增加 的 张 积 的 极限 问题 ， 类 似 于 无 穷 级 数 的 理论 ， 我 们 可 以 
建立 无 穷 乘 积 理论 ， 这 个 已 经 创立 很 久 的 理论 确实 迄今 也 没 
有 像 级 数理 论 那样 有 着 特别 多 的 应 用 ， 但 其 应 用 的 范围 已 经 
是 够 广阔 了 《而 且 逐 年 增 大 ), 所 以 在 今天 它 必 然 进 入 每 一 个 
有 教养 的 数学 家 的 武 库 . 

我 们 称 形 如 

EE 了 >。 (5) 


m="l1 


的 式 子 叫 无 穷 狠 积 ， 量 zw 一 zzoz,tn 二 11,2.) 我 们 称 之 
为 部 分 乘积 , 而 limm， 若是 存在 的 话 , 则 称 之 为 积 (6) 的 值 ， 
今后 所 有 地 方 我 们 都 始终 认为 所 有 的 因子 都 是 正 数 . 对 
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于 因子 始终 采取 这 样 的 限制 ， 绝 对 不 是 因为 想 简化 研究 ， 而 
通常 是 因为 ， 研 究 负 因子 的 积 ， 一 方面 只 要 改变 一 些 因子 的 
符号 马 土 可 以 化 为 正 因子 的 情形 、 而 另 一 方面 是 因为 ， 它 设 
有 什么 现实 的 意义 ， 有 许多 考虑 都 导致 后 一 条 结论 ， 它 类 似 
于 收 钱 级 数 的 这 样 一 个 性 质 , 即 当 -> oo 时 级 数 的 第 ”项 趋 
近 于 零 , 在 无 穷 乘 积 中 第 * 个 因子 =, 应 当 (这 点 容易 证 明 且 
我 们 很 快 就 来 证 明 ) 趋 近 了 于 1, 这 就 表明 , 所 有 的 因子 从 某 一 
个 起 ， 都 应 当 不 仅 是 正 的， 而 且 应 当 任 意 地 接近 于 1. 

在 正 因子 的 情形 对 无 穷 乘 积 的 研究 很 显然 地 通过 简单 的 
求 对 数 就 可 以 化 为 对 无 穷 级 数 的 研究 . 令 一 lnz,, > 一 cm， 
我 们 看 到 乘积 (65) 的 收 伍 性 等 价 于 级 数 

8 十 wz 十 和 十 十 … C7?) 
的 收敛 性 ， 并 且 这 个 级 数 的 和 S$《【〔 当 其 收 敏 时 ) 等 于 乘 和 (6) 
的 值 的 对 数 ， 这 个 法 则 只 有 一 -个 例外 ， 若 x = 0, 则 级 数 
C7) 很 显然 是 发 散 的 (部 分 和 有 极限 一 6)， 但 其 值 等 于 零 的 
无 穷 乘 积 在 许多 其 他 的 方面 有 着 完全 独特 的 状态 ， 与 其 说 它 
像 一 个 收 钱 级 数 ， 不 如 说 它 更 像 一 个 发 散 的 级 数 ， 比 如 当 
f 一 0 时 要 使 当 ? 一 co 时 上 一 1 就 不 是 必要 的 (例如 取 =。 = 


方 #4 一 1,2,… 就 是 了 )、 由 于 这 些 情况 ,所 以 规定 当 x 一 0 


时 乘积 56) 是 发 散 的 ,因此 这 个 乘积 的 收 化 性 应 定义 为 它 有 
一 个 正 的 ( 非 零 的 ) 极限 + 一 Bima 存在, 在 此 定义 下 乘积 (6) 
的 收敛 人 性 很 显然 地 丝毫 不 差 地 等 价 于 级 数 (7) 的 收 误 性 . 

上 面 指 漠 的 能 把 无 穷 乘 积 的 理论 完全 简化 为 对 级 数 的 研 
究 ， 使 得 我 们 有 理由 想 . 没有 任何 必要 去 建立 关于 无 穷 乘积 
专门 的 理论 ， 但 是 ， 如 同 在 许多 类 似 的 情况 中 一 样 ， 这 个 结 
论 是 错误 的 ， 在 数学 中 常常 是 这 样 的 ， 对 原来 就 有 过 的 一 组 
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回 题 给 出 新 形式 的 提 法 ， 一 方面 会 导致 完全 新 的 问题 ， 而 无 


一 方面 启发 和 促进 老 问题 的 解决 
在 无 穷 乘积 理论 中 通常 把 因子 2, 写成 1 十 的 形式 (其 
中 一 1 之 之 十 09), 这 时 ,一 Ta 十 ws) .而 鲜 积 06) 出 
改写 为 和 
(1 十 zl1 十 az)…(1 十 za 一 le 十 tw), (C8) 
如 果 乘 积 收 敏 ， 则 当 ，-* oo 时 , i 二 ,0 之 之 十 oo 


由 此 得 当 mn -一 oo 时 有 
Nn i. 
He 一 一 了 一 日 ， 2 一 一 一 一 ]. 
Rl 开 " 一 1 


比较 乘积 58) 同 级 数 (7) 表明 , 与 正 项 级 数 对 应 的 溢 积 ， 
是 其 中 z, 写 1, 或 者 说 二 袜 0 (nr 一 1,2,"') 的 乘积 (与 负 项 
级 数 对 应 的 是 z, 起 1, ww 所 0 的 乘积 )、 这 使 得 我 们 首先 要 研 
究 其 所 有 的 都 有 同样 符号 的 无 穷 匡 积 . 与 这 类 习 积 有 关 的 
最 有 用 的 命题 如 下 : 

定理 . 如果 所 有 的 zu 都 有 同样 的 竺 号 ， 则 要 乘积 〈8) 
收效 ， 必 须 而 且 只 需 级 数 

i 十 es 十 sy 一 一 Hs 十 - 二 本 《号 
收 鼓 ， 

证 明 . 首先 , 我 们 有 权 假 设 当 n -> 一 时 x 一 0. 因为 在 
相反 的 情形 ， 如 同 我 们 知道 的 那样 ,不仅 乘积 (8) 发 散 ， 而 且 
级 数 (9) 也 发 散 ， 因 而 定理 成 立 ， 下面 我 们 分 为 两 种 情形 . 

DD 设 本 兰 0( 一 112) 因为 当 关 一 0 时 er 与 1 十 
z 相差 一 个 关于 z 为 正 的 二 阶 无 穷 小 ， 故 对 充分 大 的 呈 有 

et 和 必 1 十 本 过 他 《10) 
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以 5, 来 表示 级 数 (9) 的 部 分 和 且 为 方便 计 , 设 不 等 式 (10) 对 
任何 =” 都 成 立 〔 这 不 失 讨 论 的 一 般 性 ， 因 为 在 疏 伍 性 的 问题 
中 总 是 能 够 丢掉 级 数 或 者 乘积 最 初 的 任意 有 限 数 的 项 而 不 影 
响 其 结果).， 当 = 1,2,…,m 时 我 们 对 这 些 不 等 式 逐 项 相 系 
得 
ezsn < Ke A em. 

如 采 级 数 (9) 收 伍 , 风 当 区 一 oo 时 5 之 5 < 之 十 cc， 而 因此 
有 mn<e < 十 eco, 到 是 zw 是 有 界 的 ,因而 蒋 积 48) 收 般 ， 反 
之 , 知 乘 积 (8) 收 伍 , 则 当 产 ~> ce 时 之 之 十 oo, 这 就 表明 


FS < ln om, 


即 和 S。 是 有 界 的 ， 因 而 级 数 (10) 收 化. 

2) 令 mm 委 0 一 1,2…)， 与 前 面相 仿 我 们 得 到 (这 里 
Sn 0) 

ES < A A en, 

由 此 与 前 面相 仿 地 我 们 可 以 证 明 ， 当 5 守 5 一 co (级 数 
(9) 收 伍 的 情形 ) 时 xm > e5 守 0 对 积 (8) 也 收 侣 ; 反之 当 
x > 六 0 时 我 们 有 5% 守 lnr, 记 lnzr 计 一 50, 有 即 从 莱 积 (8) 
的 收 令 性 推 得 级 数 (9) 的 收 伍 性 . 

把 乘积 (6) 或 者 (8) 同 级 数 (7) 进行 比较 直接 可 以 得 出 对 
于 无 穷 乘 积 的 Cauchy 准则 , 要 乘积 (8) 收 分 ,必须 而 且 只 须 


是 时 和 


对 于 无 论 怎样 小 的 的 <>0 ,对 于 充分 大 的 以 及 任意 的 此 ， 都 有 


1—e< Hatrw<ire (11) 

但 对 于 其 中 的 保持 不 变 号 的 乘积 而 言 ， 由 我 们 证 明 过 

的 定理 ， 这 个 准则 可 以 代 之 以 另 一 个 形式 ， 而 在 大 多 数 情 况 
上 用 起 来 方便 得 多 《因为 要 估计 和 一 般 说 来 是 比 佑 计 积 要 容 
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易 得 多 的 )， 邵 我 们 显然 可 以 对 上 面 陈述 的 准则 不 作 任 何故 
变 ， 而 只 以 不 等 式 


时 十 下 


le 
代替 不 等 式 ({11). 上 只 是 要 记 住 , 这 种 形式 的 Cauchy 准则 只 当 
所 有 的 部 保持 网 号 时 才 成 立即 可 . 

遗憾 的 是 ， 在 本 教程 的 范围 内 我 们 对 有 趣 的 无 穷 葬 积 癌 
题 愉 能 限于 上 述 ， 现 在 转 到 下 一 个 题 自 . 

包 数 航 数 . 至 今 为 上 我 们 所 碰 究 的 级 数 的 项 都 是 数 . 但 
是 你 们 当然 知道 ， 对 于 分 析 来 讲 首先 需要 的 是 函数 级 数 ， 即 
其 项 是 某 个 自 变 量 的 函数 这 样 的 级 数 . 对 于 这 类 级 数 的 理论 ， 
我 们 至 今 所 研究 的 一 切 起 着 预备 材料 的 作用 . 

设 

Ui) 十 af 十 和 十 efTr) 十 和 (12) 
是 这 样 的 组 数 ， 其 各 项 都 是 定 交 在 某 个 区 间 Le ,的 上 的 某 个 
自 变量 z 的 函数 , 给 这 个 变量 以 某 个 数值 x 一 a, 我 们 就 把 级 


数 (12) 变 成 通常 的 数 项 级 数 31a,(a)， 从 数 项 级 数理 论 的 观 


点 看 来 , 可 专 因 中 指出 ，(12) 式 所 表示 的 不 是 一 个 级 数 ， 而 
是 不 同 的 级 数 构 成 的 整个 一 个 的 连续 统 . 

当然 ， 显 然 地 ， 对 于 函数 级 数 而 言 ， 收 伍 性 问题 比较 数 
项 级 数 而 言 变 成 了 完全 是 另外 一 问 事 ， 对 于 级 数 (12) 来 说 
提出 其 收 谎 或 发 散 的 问题 是 没有 意义 的 .因为 一 般 说 来 ， 它 
对 xz 的 一 些 值 是 收 伍 的 ， 而 对 > 的 另 一 些 值 则 是 发 散 的 .在 
这 里 问题 的 合理 的 提 法 是 ;对 于 已 知 区 间 [x ,5J 上 的 守 么 样 的 
zx 值 级 数 (12) 是 收 仑 的 而 对 从 么 样 的 值 是 发 散 的 ? 我 们 称 这 
” 样 的 z 值 的 集合 为 该 级 数 的 收 伍 区 域 ， 在 其 上 级 数 收 敏 ， 而 


100 第 四 讲 


把 使 其 发 散 的 值 的 集合 称 之 为 发 散 区 域 ， 我 们 看 到 对 函数 级 
数 而 言 收敛 性 问题 首先 在 于 找 出 其 收敛 区 域 ， 在 这 里 我 们 不 
浪费 时 间 来 研究 例子 了 ， 因 为 在 今后 它们 多 的 基 . 

对 函数 级 数理 论 的 所 有 解析 应 用 而 言 ， 一 致 收 敛 的 概念 
有 着 基本 意义 ， 现 在 最 好 就 来 定义 这 个 概念 ， 如 果 级 数 (12) 
对 某 个 集合 对 的 每 一 点 ( 即 对 所 有 的 了 EM) 都 收 黎 , 则 此 级 
数 的 余 项 
rx) = SCr) — Sr) 

《当然 与 级 数 的 和 SCzr) 及 部 分 程 5,(zx) 相似 , 它 也 是 之 的 沙 
数 ) 对 任何 zE M 当 n 一 oo 时 都 趋 近 于 零 . 为 了 我 们 的 目的 ， 
需要 更 加 详细 地 描述 一 下 这 个 事实 ; 对 任何 zx E 2M 以 及 无 论 
怪 样 的 > 0, 者 存在 着 这 样 的 《当然 不 仅 与 有关 ， 和 而 且 
与 有 关 )， 使 得 对 任何 5 之 ns 有 |r.tx)| 之 8. 现在 令 e 不 
变 , 而 让 数 x 跑 遍 整个 集合 好, 此 时 对 每 一 个 了 都 可 以 找到 
自己 的 mo, 即 在 该 级 数 中 的 “位 置 ", 从 这 个 位 置 开 始 Ir.(x)| 
< 6， 但 在 此 级 数 中 是 否 存 在 着 这 样 的 一 个 同样 的 "位置 ”， 
从 它 开始 , 不 等 式 |r,tz)| 二 :对 任何 x 所 M 者 成 立 ? 很 显 
然 地 , 这 要 取决 于 我 们 前 面 对 不 同 的 x 所 建立 的 那些 数 m 的 
集合 有 界 与 否 .， 如 果 这 些 数 中 有 最 大 揭 ， 则 很 显然 地 ， 可 以 
用 它 作为 这 种 “位 置 ”", 从 它 开始 对 任何 x E 于 都 有 | 王 (z)| 
之 如果 在 我 们 所 建立 的 数 mm 中 有 任意 大 ( 即 sup mm = 
十 so) 数 ， 则 这 就 表明 无 论 在 我 们 的 级 数 中 走 多 远 ， 总 可 以 
找到 这 样 的 x € 财 , 对 它们 而 言 要 找 的 “位 置 * 还 是 没有 达 
到 ,还 在 更 远 的 地 方 ， 此 时 要 选择 这 种 同样 的 no 使 得 它 在 上 
述 意 关上 对 任何 x E 都 适合 ， 很 显然 是 不 可 能 的 . 

我 们 来 看 后 一 类 型 的 一 个 例子 . 当 n 之 1 财 令 
SAT) =A EI), 
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即 

Ur = I C1) 
很 忌 然 地 ， 对 任何 xE€E 50, 1] 都 有 当时 SCz) 一 0, 因 
此 


mT) Sr = Cx 
由 此 得 
rt =) = 一 二 《 妇 一 112 


因为 数 2-* 对 任何 = 都 属于 区 间 [0,1]， 所 以 想 找 一 个 几 使 
得 对 任 一 个 x € [0,17 只 要 之 就 有 lr,(x)| < 一 二 ,这 是 
不 可 能 的 , 因为 只 玫 取 zx 一 2-*, 就 发 现 jr,(x)| = 十 而 不 是 
+. 这 就 表明 ， 我 们 这 里 实际 上 是 上 述 第 二 种 情形 ， 在 图 
16 中 为 了 和 直观 一 点 , 画 出 了 赐 线 一 |riCz) 以 及 对 大 的 的 
y 一 |r(zx)1 的 略图 . 曲线 y= 17,(7) 1 当 z = 277 时 有 裤 大 
值 等 于 坏 ， 自 这 个 点 向 左 ， 除 其 邻近 处 外 ，lr,(z)| 处 处 都 显 
得 特别 小 ， 当 » 增加 时 点 2 无限 接近 于 1. 从 此 图 上 我 们 直 


所 


| 3 一 CC 
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接 看 到 是 怎么 一 Dp 这 和 素 缀 然 看 来 好 像 基 尾 论 一 拌 ， 当 
n -so 时 对 每 -- 个 > 我 们 都 看 Cz) 一 0, 同时 对 每 一- 个 ;都 
有 这 样 的 x， 使 得 |r,lr}i = 六 这 事 可 以 这 样 和 解释 ， 使 
ri) | 获得 杖 太 值 的 点 ， 当 ;增加 时 并 不 固 泪 在 一 个 位 里. 
而 当 #n 一 0% 时 问 右 移动 而 天 限 趋 近 于 1， 这 世 即 是 说 ， 洒 ” 
增 时 , 尽管 对 每 个 固定 的 x, r(x) 都 会 趋 于 0 ,但 在 > 点 之 间 
比较 起 来 . 这 个 趋 子 9 的 过 程 中 总 会 有 一 个 点 “落后 ”, 在 这 
个 点 ,ra(5) 不 但 没有 接近 0， 而 且 始 终 是 一 地 但 这 个 落后 


感 不 是 图 定 的 ， 而 是 始终 在 癌 与 点 1 侍 近 的 方向 黎 动 着 我 
们 不 由 得 期 望 在 点 1 姓 这 种 落后 性 密集 在 一 起 后 会 引起 级 数 
的 发 散 ， 和 但 实际 上 在 点 1 处 总 是 表现 得 非常 顺利 ， 因 为 此 时 
对 任何 ”都 有 CCzy = 一 0， 

现 首 我 们 再 回 到 我 们 前 面 已 经 约定 要 加 以 区 别 的 两 种 情 
况 ， 我 们 就 说 其 中 第 一 种 情形 , 级 数 (12) 在 集合 江上 一 致 收 
党 ， 而 种 二 种 情形 是 非 一 致 收 你， 这 就 是 说 : 级 数 (12) 在 某 
个 集合 M 上 是 一 致 收 和 敛 的 , 如果 对 于 任意 小 的 < 之 0 都 存在 
着 一 个 no ( 仅 与 有 关 而 与 > 无关)， 使 得 对 任何 n> no 以 及 
任何 x 所 Ad， 都 有 

Cr < 

我 们 上 面 详细 地 考察 了 表现 了 非 一 致 收 和 化 的 拱 型 特征 的 

例子 ,还 要 指出 ， 以 同样 的 方式 可 以 丝毫 不 差 地 定义 疯 数 序列 
六 (Try 成人 

向 极限 本 数 f(r) 的 一 到 收 语 性 ， 这 时 r,tx》 所 指 的 是 差 
jz 一 zi 我们 也 同样 可 以 说 级 数 的 一 致 收 伍 性 等 价 于 
其 部 分 和 序列 的 一 致 收敛 性 . 

如 果 说 对 于 级 数 的 算术 运算 ,重要 的 是 其 绝对 收敛 性 ,这 
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一 点 我 们 已 经 看 到 | 旭 寻 于 相当 一 部 分 其 有 解析 运算 特征 的 
情 癌 ， 结论 是 : 共 一 至 收 莹 性 是 很 方 使 的 县 有 时 是 焉 可 少 的 
前 提 ， 我 们 与 上 来 研究 几 个 例子 确认 这 一 点 . 
首先 来 研究 这 样 的 问题 : 在 什么 条 件 下 可 以 确信 线 数 
(12) 的 和 5(z) 的 连续 性 ， 如 果 已 知 其 所 有 项 都 在 区 则 [ae ,5] 
上 连续 的 话 . 此 时 和 函数 5fr) 也 可 能 是 间断 的 , 下 面 的 例子 
就 指明 了 这 一 点 : 
一 2 一 10 所 二 委 ]1)， 
Sr) 一 1 一 1) 
1， 当 0 志 工 之 1， 
Sz) = 0 当 x 二 1 
现在 来 证 明 ， 从 扣 19 二 数 收 伍 ， 则 从 其 项 的 连续 性 


二 学 村 


由 昌 和 和 呈 生 


坟 必 基 昌 人 其 所 有 项 WaT) (这 也 表明 其 所 有 的 部 分 和 
S.C(7)) 在 [a,5] 上 连续 , 令 a 为 区间 [a, 妇 中 的 任意 的 一 个 数 
且 *s 为 任意 小 的 正 数 ， 由 级 数 (12) 的 一 致 收 敏 性 的 很 设 我 们 
可 以 取 这 样 大 的 a， 使 得 


1SCzy 一 Sr)| < 3 
对 任何 xz € La, 杂 都 成 立 ， 暂 时间 定 这 个 nx 并 利用 涌 数 S,tx) 


在 区 间 [a,8] 上 的 连续 性 ,特别 是 在 其 中 点 a 处 的 连续 性 ,我 
们 可 以 断言 ,对 点 x 的 某 个 邻 域 U 中 的 任何 x 点 都 有 


19.(z) 一 Sa)1 < 三 


但 此 时 对 和 任何 x EE 如 有 
[St — Solis Cr Se) | 十 1 一 号 Ce ] 十 
[9 Ce) 一 Ca | 
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< 
而 此 即 表 明光 数 Stz) 在 x 二 a 处 连续 , 
适 才 证 明了 的 命题 之 道 不 成 立 ， 在 该 级 数 非 一 致 政 合 的 
某 些 情形 下 级 数 的 和 仍 可 能 连续 ， 这 可 以 从 第 100 页 上 我 们 
所 做 过 的 例子 SCzr) 二 x"(1 一 x") 中 看 到 ， 在 那里 ， 级 数 是 
非 一 致 收 俩 的， 然而 其 和 在 整个 所 考虑 的 区 间 上 都 等 于 零 内 
而 是 连续 的 ， 志 则 是 说 ， 连 续 活 数 项 的 级 数 的 一 致 收 伍 性 保 
证 了 其 和 的 连续 性 ， 但 却 不 是 连续 性 的 必要 的 前 提 ,， 比 我 们 
所 考虑 的 更 加 深入 的 理论 ， 能 够 建立 起 保证 和 的 连续 性 的 必 
要 的 而 上 且 也 是 充 分 的 收敛 性 特征 ， 但 是 ， 在 实际 上 ， 和 的 连 
续 性 几乎 总 是 作为 级 数 的 一 致 收 合 性 的 结果 而 得 出 的 ， 
一 第 收敛 思想 得 到 本 质 上 前 应 用 的 另 一 个 间 题 就 是 旺 数 
级 数 的 “ 逐 项 积分 ” 伺 题 。 设 级 数 (12) 的 所 有 项 都 是 闭 区 闻 
[4 ;581 上 土 的 连续 沙 数 (因而 也 是 可 积 沙 数 ). 能 否 确 定 ; 此 时 该 
级 数 的 和 Stzx) 也 在 此 区 间 上 可 积 且 有 
| sczodz 一 > arydz, 13) 


"二 上 


和 有 限 和 的 情况 一 样 ? 容易 看 出 ， 在 至 今 为 止 我 们 所 考察 的 
所 有 例子 中 等 式 (13) 实 际 上 是 成 立 的 ， 当然 ， 它 等 价 于 下 述 


上 下“ 

lim | 5, (zx)dzx = | Ste)az, 
让 

tim| rtrdr = 0. 


但 是 ， 可 以 指出 ， 这 些 关 系 并 不 总 是 成 立 的 ， 首 先 可 以 
看 一 个 竹 务 数 94z) 在 区 闻 Fa, 门 上 不 可 积 的 便 子 ， 为 中 只 要 
选 {( 图 17) 下 述 例 子 就 足够 了 ， 


| (0<<zr 扫 工 ) ， 


Ss {TT) = 1 
一 【一 入 下 苹 革 ) 


1 
(关于 (tz) 一 S,《z) 一 S,_1{x) 相 应 的 玫 达 式 , 如 果 方 便 的 话 ， 
你 们 自己 容易 做 出 )， 棵 函数 


0， 当 工 二 他 . 
正如 你 们 所 了 解 的 , 在 区 间 [0,11] 上 是 不 可 积 的 (因为 


| seedz 一 ln 二 当 a 0 时 是 趋 于 的 ). 


J 


图 17 图 ]8 


但 可 能 有 有 这样 的 情形 发 生 :， 范 数 SCzr)? 在 区 间 [a ,上 可 
积 , 而 等 式 (13) 却 不 成 立 ， 例如 ; 今 ( 图 18) 
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SAT) = nr 0STEI). 
因为 当 0 起 x 所 工时 imnz 1 一 0 由, 页 Sr 一 010 执 
z 之 1), 于 是 有 
[Sdr = 0. 
但 是 容易 计算 


1 1 1 1 
站 和 一 一 | .4 一 曰 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
| "Cdr 中 + dr pon 1 


由 此 知 党 式 (13) 条 不成立. 但 是 容易 证 明 ， 对 任何 连续 


曙 丰 站 四 证 临 学 昌 志 


经 知道 函数 5 在 团 区 疝 [a, 杂 上 过 纺 ， 因而 它 在 闭 区 间 
[sa ,下 上 可 积 ; 其 次 ,对 任何 6>>0 都 存在 着 这 样 的 整数 ,使 
和 得当 宇 no 时 对 区 间 [a;5] 上 的 任何 有 有 

[rr < ee 
应 用 我 们 熟 德 的 积分 学 的 定理 , 从 1x) 委 多 7 0 秋 工 去 
站 推 得 


| faaz < | PTIdT, 
我 们 因此 得 到 


ea) Cnn) 


人 CrTIdr 
由 < 的 任意 性 就 得 出 


中 初等 的 证 明 是 这 样 的 ; 令 0<<z<<1, 二 一 =, = 一 1 一 y (> 


的 ， 此 时 加 一 (1 二 十 十 呈 3 Dy Dy ne 


区 2 a 
(Yn se 时 )， 
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[redr 0 《 当 于 一 co 时) 


而 这 即 等 价 于 等 式 (13) 

这 样 ， 一 致 站 敏 性 是 连续 函数 的 级 数 可 以 进行 逐 项 积分 
的 充分 条 件 。 然而 正如 前 一 个 问题 中 所 指明 的 一 样 ， 它 并 不 
是 可 积 性 的 必 蓝 条 人 忻 . 为 证 明 这 一 点 ， 只 要 再 充分 研究 一 
第 100 页 所 引入 的 例子 就 够 了 ， 这 里 收 和 化 是 非 一 致 的 ， 但 同 
时 当 ->oo 时 却 有 


| rxydz=| Ld -| Tro l 一 一下， 


2H8 十 -i 
即 等 式 (13) 成 立 .也 
具体 的 已 知 级 数 的 一 项 收 合 性 时常 总 是 通过 下 述 简 单 的 


是 加 申 蔡 哩 


| 
则 级 数 (12) 在 集合 M 上 一 致 收敛 , 实际 上 , 在 定理 的 条 件 下 


对 充分 大 的 以 及 任何 守 0 及 任何 x E M， 都 有 
[esky | Haat 十 ， "十 Wnt CT | 所 


3 az | 起 a < §, 
(后 一 个 不 等 起 成 立 是 根据 Cauchy 准则 对 任何 充分 大 的 nn 及 
任何 沁 0 成 立 )， 由 此 按 Cauchy 准则 级 数 (12) 收 侣 ,而 对 
充分 大 的 及 任何 x € M, 部 有 
(rr)| < 


四 译 者 注 . 本 书 没有 讲 级 数 可 否 次 项 求 导 的 问题 . 这 -… 问 题 更 复 
杂 . 可 以 参看 任 -- 本 比较 完备 的 数学 分 析 教 程 . 
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此 即 所 要 证 明 的 . 
夫 级 教 ， ”无疑 地 ， 对 于 分 析 而 言 最 重要 的 一 个 特殊 的 
函数 级 数 类 是 所 谓 索 级 数 ， 即 所 如 
Ao 十 十 十 二 an2" 十 14) 
这 样 的 级 数 , 其 中 a6,91,42,… ,4,，,… 是 已 知 的 实数 9， 我 们 
这 里 来 研究 这 类 级 数 的 一 些 最 重要 的 人 性质 
你 们 首先 要 知道 ， 对 轿 级 数 而 言 总 是 存在 着 以 点 0 为 中 
心 的 某 个 开 区 间 ( 一 r,r) 称 为 收敛 区 间 , 在 其 内 已 给 的 级 数 收 
敛 ， 而 在 其 外 则 级 数 发 散 . 数 - 称 为 已 知 级 数 的 收 伍 半 径 ，> 
可 以 是 从 0 到 十 oo 的 任何 值 ， 包 含 这 两 个 极端 的 值 “例如 当 
ae 一 n! 时 广 一 0 当 a, 一 二 时 一 十 oo). 给 出 了 收敛 半径 ， 
就 决定 了 已 给 级 数 的 收敛 区 问 ,只 有 其 两 个 端点 不 能 确定 . 也 
即 是 说 ， 收 伍 区 域 可 以 是 六 的 ， 或 者 是 开 的 区 间 ， 最 后 或 者 
也 可 能 是 “ 半 闭 区 间 ”， 即 包含 其 端点 之 一 而 不 包含 另 一 个 的 
区 间 ， 例 如 ， 下 述 三 个 级 数 ， 其 系数 分 别 为 as = 1， au 一 
7 十 了? 4 一 如一 5 的, 每 一 个 收 化 半径 都 等 于 1. 其 中 的 


第 一 个 级 数 当 z = 1 及 x 一 一 1 时 发 散 ， 即 在 收 合 区 间 的 两 
个 端点 处 发 散 (该 级 数 是 以 xz 为 公 比 的 几何 级 数 ); 第 二 个 级 


* A 一 


数 当 = 1 时 变 成 调和 级 数 , 而 当 x = 一 1 时 则 变 成 为 
“Leibniz 级 上 数 ” 
,1l1_1l1,... 1] _1,_. 
1 2 十 3 4 下 + 2n—1 2n 十 


因而 它 当 x == 1 时 发 散 而 当 z = 一 1 时 条 件 收 伍 .第 三 个 级 


TC 译 者 注 . aowat， 称 为 短 级 数 (14) 的 系数 . 它们 时 常 是 
复数 ， 而 结论 对 复数 系数 的 稚 数 加 信也 都 是 太 立 的 但 
a 和 x 都 是 复数 的 窒 级 数 这 本 教程 由 不 加 讨论 ， 


级 数 109 


数 则 在 收 人 证 区 间 的 两 个 端点 处 都 绝对 收 襄 . 

我 们 简单 讲 一 下 起 样 来 证 明 徊 级 数 的 收敛 区 域 有 这 样 符 
别 的 形状 . 其 推导 是 基于 一 个 美妙 的 定理 : 如 果 级 数 (14) 当 
z 一 wx 时 收敛 , 则 它 对 任何 |x| < 之 a 的 7 7 值 都 绝对 收 敏 . 证 明 
是 这 样 的 : 从 级 数 (14) 当 xz = a 时 的 收 敏 性 得 出 ， 当 一 oo 
时 aer -> 0， 这 就 意味 着 存在 着 这 样 一 个 C > 0, 使 得 |ase"| 
< 一 120 现在 令 1x| 之 2， 则 有 


Dhar 一 Darl | col 


因为 右边 与 # 无关, 所 以 左边 当 n ~ oo 时 是 有 界 的 . 即 级 数 
(14) 绝对 收 促 . 由 此 定理 马上 可 以 得 出 里 级 数 收 伍 区 域 的 特 
吻 的 形状 ， 因 为 离 零点 比 > 近 的 所 有 点 与 点 x 一 起 都 属于 该 
区 域 ， 此 定理 的 另 一 个 推论 是 ， 在 收敛 区 域 的 每 一 个 内 点 处 
级 数 (14) 帮 绝 对 收敛， 至 于 一 致 收 全 性, 则 对 于 浆 个 收敛 区 
间 ， 我 们 还 不 能 向 出 断言 ， 正 如 已 经 有 几何 级 数 (a, 一 1) 的 


例子 所 指明 的 那样 : 无 论 对 于 多 么 大 的 4 mtz) 二 3 + 会 


变 得 任意 大 , 只 要 z 充分 靠近 于 1. 但 是 容易 证 明 , 若 一 个 区 
问 连同 其 器 点 包 全 于 收 象 区 辣 内 部 9 则 守 级 数 在 此 区 向 上 部 


一 致 收 合 ,实际 上 ， 令 7 为 级 数 (14) 的 收 合 半径 且 设 0 之 六 


口译 兰 注 ,以 文 数学 著作 中 “在 区 间 内 部 ” 一 语 是 指 看 在 一 个 充 
分 小 的 7 沁 0 使 这 个 区 间 和 包含 了 闭 区 间 [ 一 7 十 rr 一 各: 而 在 任何 一 个 
这 样 的 闲 区 间 内 考查 某 问 题 ,就 说 是 在 * 区 间 内 部 ”考查 此 和 问题、 这 里 
是 收 合 举 径 . 下 文中 给 出 了 rr 而 这 里 的 ¥ 寻 + 一 mr" 下 交 |x| 所 7 原文 
作 |xl < 之, 译 者 作 了 修改 . 
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< r- 对 任何 满足 不 等 式 |x| 碌 7 的, 我们 对 任何 都 有 


az | 所 la | er'", 
而 因 > la.ir… 是 收 澡 的 下 项 级 数 ， 则 级 数 (14) 按照 第 107 


页 所 证 明 的 准则 就 是 在 区 间 | 所 x 上 上 一致 收 化 的 . 

让 此 定理 妇 外 还 斌 推 得 一 个 二 分 重要 的 推论 ， 寄 级 数 的 
和 是 其 收 伍 区 域 的 每 一 个 内 点 处 的 连续 函数 

如 果 级 数 (14) 当 工 二 + 时 也 收 僵 , 周 可 以 同时 斯 言 其 在 
区 间 L0;r] 上 一 致 收敛 (这 就 表明 其 和 在 该 区 间 上 连续 )， 这 
就 是 车 名 的 Abel 定理 ， 它 在 函数 论 中 起 着 重要 的 作用 ， 

要 证 明 这 个 定理 我 们 先 来 建立 下 述 也 属于 Abel 的 初等 
引 理 : 


Da 一 户 = Can — Lr 二 站 一 如 ,Pe 一 1 十 Gw， + 


其 中 n>0, 而 A 和 pe 是 任意 的 数 . 
实际 上 
Dec Be) an (Ps ban 1 Ce +1— Pb, } 


二 a, nl 12 《一 六 11 十 二 十 es- 《一 一 和 
tar, (Bs 一 本 1) 
一 ~ 一 Geit -1 + (en, 一 全 十 二 Bn, 小 1 《e+i An 127 
二 "二 1 an 一 Go 十 Pa 


ns 
二 Db la 一 cn ) 一 Cripai-1 十 cos， 


n= 


现在 我 们 来 证 明定 理 本 身 . 
Abel 定理 . 营 级 数 (14) 当 工 一 + > 0 时 收 敦 ， 则 它 在 
区 间 0 和 受 工 芝 r 上 一 至 收效 
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证 明 . 令 e 为 任意 的 正 数 ， 出 Cauchy 准则 对 充分 大 的 
n 以 及 任何 8 省 0， 都 有 


刘 卡 -点 
为 简便 计 仿 人 a 一 一 0)， 央 而 着 | ez | < Er 一 站 ,1， 


0 r 时 有 
上 十 于 瑟 十 - 皮 
ar = Dar 一 Da Ey 
f= 二 六 十 1 i 
= bp — oD) 
而 由 于 已 证 的 引 理 (也 由 等 起 6 = 0) 得 


开 十 民 


| 2 er | 一 3 CY)" (Er + A 


目 
挟 - > EA 一 ) 十 EA Sb 
i=| 
上 
lf] 入 过 Yadi 十 mer 
<eldl 27) 十 《7 ) 


一 E(t! < 


由 Cauchy 准则 我 们 由 此 得 到 级 数 (14) 收 合 . 对 其 取 当 上 一 ce 
时 的 极限 ,我 们 从 后 一 不 等 式 得 出 ;对 充分 大 的 nx 有 
rz 和 se (0 过 工 和 所 站; 
这 即 表 明 级 数 (14) 在 于 区 间 f0,r] 上 一 致 收 合 . 
必须 指出 ,从 级 数 (14) 当 z = 时 的 收敛 性 得 出 其 在 整 
个 区 间 ( 一 r,r) 上 的 一 致 收敛 性 是 不 正确 的 ; 例如 级 数 


一 三 十 于 一 于 十 
当 并 一 王 时 收敛 ,而 且 显 然 地 当 字 = 一 1 时 发 散 . 它 在 其 整个 
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收 敏 区 闻 ( 一 1,1) 上 并 不 一 致 收 伍 . 

马上 可 以 明白 ,关于 特级 数 的 最 重要 的 问题 之 一 便 是 由 
级 数 的 已 给 的 系数 a 来 确定 其 收 合 半径 x. 当然 ,你 们 可 能 知 
道 ; 正 项 的 数 项 级 数 收效 性 的 初等 法 则 使 得 有 可 能 在 某 些 特 
殊 的 假定 之 下 解决 此 问题 . 


例如 车 当 # 一 ce 时 存在 极限 lm V1a,| = 7， 则 相应 于 
0 之 1 < 二 oo 一 0 及 1 一 十 co, 有 + 一 于 ,十 oo 或 0. 但 是 ， 
可 以 指出 一 个 在 任何 情况 下 解决 此 问题 的 方法 而 不 要 求 


lm V 1a,| 存在 


定理 设 iim V1a,| = 则 此 时 


了 当下 二 7 二 十 cp， 


天” 一- 


0， 当 一 十 co， 
十 ce， 妆 7?Y 一 0. 

国 为 上 极限 (有 上 艰 或 无 限 ) 对 任何 订 列 都 存在 , 则 此 定理 
实际 上 在 一 切 情 况 下 解决 了 所 提出 的 间 题 . 

在 证 明 开 始 之 前 , 我们 注意 到 ;如 果 数 1 是 某 个 序列 的 上 
板 限 , 则 对 任何 e>> 0 从 该 序列 的 某 个 位 置 开 始 的 所 有 项 都 要 
小 于 1 十 .反之 ,在 该 序列 的 充分 远 的 她 方 总 有 数 大 于 / 一 #， 

定理 的 证 朋 . 1) 设 0 < < 十 oo, 令 7 二 了 了， 需要 证 明 
级 数 (4) 当 0 之 工 之 r 时 收敛 而 当 xz 守 + 时 发 散 . 

lz) 设 0<z<<r 一 二 ,因而 有 好 去 1. 很 显然 地 可 以 


选择 e(>>0) 之 这 样 小 ,使 得 G2 十 zx < 1, 从 数 | 的 定义 得 出 ， 
对 充分 太 的 x 有 
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flal Iie la 二 CC 于 en . 
于 基因 和 击 有 
la lx < COT ex"; 

因为 人 十 yz 之 1, 则 级 数 (14) 的 项 按 其 绝对 值 来 讲 对 充分 大 
的 =, 不 能 超过 了 以 人 敏 的 几何 级 数 >,[( 十 ez" 的 对 应 项 , 因 
而 得 到 级 数 (14) 的 收敛 竹 . 

15). 令 X 之 rr 一 闻 , 因 而 到 之 1. 对 于 充分 小 的 e 守 0 
我 们 有 QQ 一 ej)x 交 1, 按照 数 ! 的 定义 存在 着 这 样 大 的 值 n, 使 


得 ~ la,| > 1 一. 由 此 得 14,| > 0 一 6). 且 因 而 有 
[las le” > CU — Er" 1. 
由 此 得 出 级 数 (14) 含有 无 穷 多 个 绝对 俏 大 于 | 上 的 项 ,因而 其 
一 般 项 不 可 能 是 无 穷 小 ,于 是 级 数 发 散 . 
2) 信 ! = 一 0. 需要 证 明 级 数 (14)》 对 任何 x > 0 都 收 合 . 按 
照 数 ! 的 定义 ,对 于 充分 大 的 za 有 
yo 芭 著 ，l@ 之 1a 之 去. 
即 级 数 (14) 的 第 2 项 对 充分 大 的 na, 按 绝 对 值 而 言 又 小 于 某 
个 收费 的 级 数 的 第 = 项 . 这 就 表明 级 数 (14)》 政 伍 ， 
3) 令 ! 一 十 co 需要 证 明 级 数 (14) 对 任何 z>>0 都 发 向 ， 
按照 数 z 的 定义 我 们 对 任意 大 的 = 和 郡 应 当 有 


[a. | > 上 ， as 了 1; 


这 又 意味 着 级 数 (14) 的 一 般 项 不 可 能 是 无 穷 小 ,因而 级 数 发 
敬 . 这 就 是 说 ,定理 在 所 有 的 情形 下 都 已 得 证 . 
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对 图 数 和 导数 . ~ 一 微分 .一 一 Lagrange 定理 ,一 一 高 阶 微 
分 . 一 一 无 穷 小 量 之 出 的 极限 和 无 穷 大 量 之 比 的 税 限 . 一 一 
Taylor 公式 , 一 一 极 值 . 一 一 偏 微分 . 一 一 隐 函 数 ， 


寻 丁 数 与 导数 . 至今 为 止 我 们 主要 是 致力 于 引入 笨 助 
性 的 分 析 结 构 或 者 说 是 在 讨论 基本 的 概念 ， 今 天 我 们 转 同 数 
学 分 析 的 核心 建筑 ,它们 构成 了 微分 学 和 积分 学 . 

设 y 二 f(z) 是 变量 x 的 定义 于 点 z= 二 a 的 荣 个 邻 域内 的 
岁数 .如 果 我 们 从 此 点 移 向 点 a 十 占 , 则 函数 y 得 到 增 量 
fa 士 户 ) 一 了 fay. 如果 我 们 想 要 得 到 当 未 知 量 xz 变化 时 量 
的 变化 速 庶 的 表示 , 即 想 得 知 在 这 种 变化 中 国 数 fx) 是 “ 敏 
感 ” 到 什么 程度 ， 则 我 们 当然 应 该 以 某 种 方式 来 比较 函数 》 
的 增 量 与 产生 这 种 增 量 的 量 = 的 改变 量 上 六 为 此 目的 ， 最 自然 
不 过 就 是 要 研究 比值 

Fa 十 多 一 /Ce 


(1» 
它 给 予 了 我 们 以 谓 数 y 在 量 x 有 单位 增 量 时 的 平均 增 量 . 但 
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是 , 它 是 对 确定 的 来 计算 的 , 所 以 一 般 说 来 当 不 同时 , 给 
出 不 同 的 结果 ; 而 要 使 所 提 的 问题 得 到 唯一 的 解答 ， 我 们 必 
须 规定 选取 上 时 要 遵循 茶 个 唯一 的 标准 . 

如 果 我 们 的 目的 是 研究 级 数 fz) 在 邻近 a& 点 的 附近 的 
性 质 , 则 显然 地 , 量 (1) 作为 函数 y* 可 变性 ”的 尺度 ， 当 我 们 
选取 的 |4|i 越 小 , 将 越 大 程度 上 满足 我 们 的 机 求 ， 实 际 上 ， 
量 (1) 给 我 们 刻画 了 了 沙 数 在 区 闻 [a,a 十 有 1 上 的 “平均 变化 
率 ”, 且 当 |k| 越 小 , 这 区 间 就 越 向 x 点 庄 纠 . 由 此 考虑 出 发 ， 
对 于 已 经 匣 知 被 腿 过 程 的 我 们 ,已 经 向 认识 这 个 问题 的 最 满 
意 的 解 符 迈进 了 一 步 : 这 就 是 以 量 (1) 当 产 -> 0 时 的 极限 
《当然 要 在 这 个 极限 存在 的 假设 之 下 ) 作为 函数 在 靠近 w 点 的 
邻近 的 变化 特征 . 这 个 极限 即 其 

freny 一 lim + 一 fea) 
为 一 种 通用 的 表示 方法 如 你 们 所 了 解 的 那样 是 写成 
hh Ar， fot Ah) fa) = Ay, f(a) = lim 22. 


上 上 述 这 个 量 我 们 称 之 为 函数 了 (zr) 在 点 处 (或 者 说 *“ 酒 工 = a 
时 ”) 的 导数 . 这 也 就 是 说 ， 基 个 函数 在 已 知 点 的 导数 是 用 以 
描述 该 隧 数 在 已 知 点 的 最 邻近 处 的 相对 变化 率 的 ，| 产 (ey 
越 大 , 量 > 对 于 量 r 在 其 初始 位 置 a 的 很 小 偏离 越 敏感 .、 量 
Fo 的 符 导 则 刻画 了 该 可 变性 的 方向 ; 量 产 (a) 为 正 或 负 取 
决 于 量 x 从 初始 值 a 开始 稍 有 增 大 时 ， 函数 } 是 增加 还 是 减 
少 . 如 果 从 几何 上 描绘 出 函数 y = A(x)，, 则 我 们 感 兴趣 的 次 
化 率 在 图 上 的 显示 ， 很 显然 是 这 图 形 上 升 或 者 下 降 是 多 名 地 
陡 《〈 当 变量 x 的 值 经 过 值 a 时 )， 用 准确 的 术语 来 说 , 正如 你 
们 所 知道 的 那样 , 导数 被 图 解 为 曲线 y 一 f(z) 在 点 x = 二 处 
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的 切线 的 斜率 . 

当 用 自 变量 x 表示 时 间 时 ， 导 数 得 到 了 最 简单 的 实际 的 
解释 . 在 此 条 件 下 呈 (1) 表示 的 是 量 y 在 时 间 间 隔 [ase 十 上] 
上 的 平均 变化 速度 , 而 导数 f' (ta) 则 表示 这 种 变化 在 时 刻 a 
的 “真实 速度 ” 特别 地 , 若 y= f(x) 表示 动 点 从 某 给 定时 刻 
xzo 到 时 刻 z 这 段 时 间 内 所 通过 的 路 程 , 导数 概念 正好 就 是 朋 
时 速度 这 个 力学 概念 . 

在 数理 科学 以 及 数学 分 析 的 其 他 应 用 中 ， 导 数 起 着 如 此 
卓越 的 作用 ， 是 因为 它 给 出 了 所 研究 的 现象 的 最 重要 方面 的 
局 部 特征 ， 定量 地 估计 了 两 个 互相 联系 的 变量 中 的 一 个 相对 
于 另外 一 个 的 变化 率 . 

如 果 休 今天 是 初次 听 到 导数 的 话 ， 你 们 当然 会 辣 ， 为 什 
么 电导 数 ? 这 里 谈 到 的 都 是 关于 极限 、 关 于 数 等 等 ， 那 末 ， 
“ 导 ? 字 是 什么 意 妃 ? 但 是 你 们 当然 知道 ,问题 在 于 “导数 ”是 
“ 导 函 数 ” 的 省 赂 表示 ， 我 们 的 全 部 计算 及 全 部 讨论 都 是 对 区 
间 [a,5] 上 的 一 点 «(任意 选取 的 ) 所 作 的 ， 我 们 对 该 区 间 的 
任何 一 点 z 都 可 以 这 样 作出 (当然 要 假设 每 次 所 计算 的 极限 
都 存在 ). 所 以 我 们 计算 的 结果 是 x 的 函数 , 我 们 这 样 得 出 的 
函数 r(x) 被 称 为 导 函 数 . 不 言 而 喻 , 所 有 这 些 讨论 没有 改变 
如 下 的 基本 事实 : 导数 是 所 给 函数 的 局 部 性 质 ， 特 别 是 在 所 
考虑 的 每 一 个 特定 点 处 的 局 部 性 质 ， 它 所 描述 的 并 不 是 在 整 
个 区 间 [a ,58] 上 的 性 质 , 而 只 是 靠近 其 个 别 点 处 邻近 的 人 性质. 

哨 数 f(z) 当 z 二 a 时 称 做 是 可 微 的 ， 如 果 其 在 点 w& 处 有 
导数 . 称 其 在 区 间 [a,6] 上 是 可 微 的 ， 如 果 导 数 在 该 区 间 的 
每 一 个 内 点 都 存在 ， 很 显然 ， 可 微 性 类 似 于 连续 性 ， 也 是 函 
数 的 局 部 性 质 . 你 们 当然 知道 ,只 有 在 a 处 连续 的 函数 才 可 能 
是 可 微 的 , 这 一 点 可 以 从 下 面 的 事实 明显 看 出 : 当 分 数 (1) 的 
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分 母 趋 近 于 零 时 , 则 要 使 极限 存在 必须 使 该 分 数 的 分 子 也 趋 
近 于 零 . 而 这 恰好 就 表明 函数 rz) 在 点 = 处 的 连续 性 ， 你们 
评 能 也 知道 , 道 命题 并 不 成 立 , 连续 函数 可 以 是 没有 导数 的 . 
例如 图 19 所 示 的 函数 ， 对 之 不 

必 作 出 解析 表示 就 明显 看 出 是 ， 

连续 的 ， 在 点 < 处 当 疡 一 十 

以 及 当 有 一 一 0 时, 分别 存在 y= F(x) 

着 (1) 式 的 极限 . 但 这 两 个 极 

限 和 所 不 相等 . (在 几何 上 表现 为 

在 点 a 处 曲线 没有 唯一 的 切 | 

. 线 . 可 以 指望 , 自 第 三 讲 之 后 ， 可 一 一 一人 于 
你 们 中 谁 也 不 会 再 断言 图 19 
中 给 出 的 “不 是 一 个 ， 而 是 两 
个 函数 * ) 因此 当 访 一 0 时 极限 不 存在 表达 式 (1) 当 
十 0 及 -> 一 0 时 的 极限 如 果 存 在 的 话 , 分 别称 做 函数 
f(x) 在 点 “处 的 右 导 数 和 左 导数 ， 而 对 函数 f(4) 在 点 处 
的 可 微 性 而 言 ， 很 显然 ， 必 须 而 且 只 需 该 点 处 的 右 身 数 和 左 
导数 都 存在 且 钙 此 相等 ， 

图 19 给 出 了 函数 在 个 别 点 处 连续 却 没 有 导数 的 一 个 最 
简单 的 例子 ， 但 是 ， 这 里 的 右 导 数 和 左 导数 都 是 存在 的 ， 自 
然 地 就 会 提出 这 样 的 问题 : 是 否 始终 是 这 样 ? 很 容易 看 到 , 有 
` 这样 的 情况 ， 连 续 函 数 却 是 在 更 为 深刻 的 意义 下 不 可 微 ， 图 
20 图 示 了 函数 y 二 zsin 二 在 点 x 一 0 附近 的 状态 ， 因 为 当 
xz 一 人 时 


| >zsin 二 | < [zj—0, 
I 


各 补充 假设 当 上 =0 时 > 一 0, 我 们 看 到 函数 y 在 点 0 处 连续 . 


图 20 


但 因为 当 > 欧 于 零 时 ( 警 如 从 右边 ) 十 一 十 oo， 而 且 sin 一 无 
穷 多 次 地 振动 于 十 1 和 一 :之 间 , 所 以 xsin 一 在 直线 y 一 


与 y 一 一 了 之 间 无 穷 多 次 地 振 划 . (1) 式 此 时 等 于 sin 二 ( 令 
& 一 1 及 4 一 z)， 它 以 区 间 [ 一 1 十 的 所 有 数 为 部 分 极限 . 
其 上 极限 是 1, 下 极限 是 一 1. x 一 十 0 和 各 x 一 一 0 时 都 完全 
一 样 ， 这 就 是 说 ， 在 点 O 处 既 没 有 右 导 数 ， 也 没有 左 导数 ， 

在 一 切 情况 下 ， 当 玉 一 十 0 时 , 和 当 一 一 0 时 (1) 式 都 
有 上 极限 和 下 极限 、 这 4 个 极限 也 可 以 称 为 已 给 函数 在 已 知 
点 处 的 导数 ， 其 中 的 每 一 个 都 可 以 是 数 ， 也 可 以 是 符号 土 oo 
中 的 一 个 .这 就 是 说 ， 任 何 一 个 函数 在 任何 一 点 上 (在 该 点 
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的 某 个 邻 域 内 函数 要 有 定义 ) 都 有 4 个 导数 , 右边 的 上 导数 、 
右边 的 下 导数 、 左 边 的 上 导数 、 左 边 的 下 导数 ， 如 果 右 边 
(左边 ) 的 两 个 导数 相同 ， 则 函数 在 已 短 点 有 右 ( 左 ) 导 数 . 若 
所 有 的 4 个 导数 都 有 限 划 徙 此 相等 (也 只 在 此 时 〉 函数 在 已 
知 点 是 可 微 的 ， 这 时 ，4 个 导数 的 公共 值 就 是 开始 时 讲 的 导 
数 . 了 所 有 4 个 导数 在 某 点 处 都 是 无 穷 的 例子 由 钞 数 


,1 
| [zlsin 上 二， 当 z 关 0 时 ， 
日 一 
0， 


当 x = 二 0 时 

在 点 工 =0 处 给 出 ,你们 现在 自己 可 以 很 容易 好 进行 分 析 . 

如 果 现 在 注意 到 ， 对 同一 个 函数 在 不 同 的 点 上 可 以 出 现 
完全 不 间 的 刚才 画 出 的 图 像 ， 你 们 就 会 明白 ， 同 一 个 函数 从 
微分 学 的 观点 来 看 会 表现 出 多 么 复杂 的 构造 . 类 似 于 图 20 中 
所 描述 的 现象 绝 不 总 是 只 发 生 在 个 别 的 、 孤 立 的 点 上 ， 在 在 
着 这 样 的 连续 活 数 ， 在 其 每 -- 点 的 邻 域 都 有 如 此 复杂 的 结构 
(特别 地 也 是 处 处 不 可 微 的 ). 遗憾 的 是 在 本 讲 尺 的 范围 不 多 
评 我 们 再 停留 在 现在 已 有 的 、 数 量 众多 的 类 似 函 数 的 例子 上 
了 ， 

现在 我 们 转 到 对 导数 应 用 的 例子 的 研究 , 你 们 当然 了 解 ， 
对 于 可 微 函 数 而 言 ， 它 们 的 增加 和 减少 的 状态 是 同 导 天 数 的 
符号 密切 相关 的 . 特别 地 ， 如 果 在 区 间 [a,5] 的 所 有 点 处 
户 (zr) 蒂 0 (和 0)， 则 函数 Fr) 是 该 区 间 上 的 不 减 ( 不 增 ) 函 
数 . 增加 和 减少 的 这 些 判 据 , 当 它 们 可 以 应 用 时 ( 即 当 已 知 清 
数 有 导 肾 数 时 )， 当然 是 再 好 不 过 和 钨 了. 但 在 函数 不 可 微 时 这 
关 判 据 当 然 什 么 也 不 能 给 出 . 而 其 实在 最 近 的 研究 中 发 现 ; 函 


吕 译注， 这 外话 是 译 者 加 的 . 
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数 增加 和 了 减少 的 必要 且 充 分 条 件 是 完全 无 需 其 可 微 性 的 ， 为 
证 明 这 一 点 ,我 们 来 证 明 下 述 命题 . 

定理 ， 设 Fez)y 为 区 间 [a,p] 上 的 连续 通 数 ， 且 设 该 通 
数 的 4 个 导 数 之 一 (我们 表 之 以 了 fir)) 对 任何 上 二 扫 日 都 
是 非 负 的 ， 则 了 (Bb) 渤 f(a). 

毫 元 疑问， 这样 表述 的 判 据 实质 上 要 比 通 常 的 判 据 更 强 
一 些 ， 因 鸭 这 里 谈 到 的 是 任何 连续 消 数 ， 而 它们 一 般 说 来 是 
不 可 微 的 . 

证 阴 . 设 与 定理 的 论断 相 及 , 令 (5) < fta), 并 且 这 


样 取 数 。， 使 得 并 全 二 -和 2 > 。 > 0， 为 确定 起 见 令 D/C) 


为 函数 六 zx) 的 右边 的 上 导数 ， 设 六 rz) 一 Fr) 一 ra] 十 s(x 
一 Aa) 很 显然 地 有 Fr) = 0 且 有 


DW= Ga LVAD 0) 


令 M 为 区 间 [Le, 妇 上 的 使 wz) = 0 的 点 的 集合 , 且 « 为 
该 集合 的 上 确 界 ， 如 果 ga) 守 0 (或 者 ga) < 0), 则 由 于 
zr) 和 f(x) 一 样 是 连续 的 , 融 在 点 a 的 某 一 邻 域 0 中 的 性 
一 点 工 都 有 Hz > 0 (或 相应 地 x) < 之 0), 另 一 方面 , 由 上 
确 界 的 定义 ， 点 « 的 任何 邻 域 都 应 包含 使 得 wz) 一 0 的 点 . 
这 个 矛盾 表明 gl) 一 0， 六 为 wo < 0; 风 很 显然 地 有 : 当 
a < 了 < 扫 忆 时 红 z) 过 0. 对 任何 这 样 的 z， 

A HK) < 0 


Ta 
内 此 有 Da) 和 0. 但 Dye) = DFCa) 十 es, 由 此 得 
Dr 一 Dogaey — ei 0, 
这 与 定理 的 条 件 之 交 的 学 盾 使 定理 得 证 . 
客 分 ， 微分 概念 是 微分 学 的 下 一 个 基本 概念 ， 现 在 我 
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们 是 把 微分 当 作 是 通过 导数 概念 来 定义 的 派生 的 概念 但 这 
并 非 总 是 如 此 .在 学 窃 小 分 析 了 产生 的 时 代 以 及 更 早 得 多 的 
时 代 ， 正 是 把 微分 作为 分 析 的 原生 的 概念 ， 而 导数 怡 是 作为 
微分 之 比 ， 即 作为 派生 的 概念 来 定义 的 ， 那 上 时， 微分 概念 时 
常 基 没有 明确 定义 的 且 其 至 默认 了 其 中 所 会 的 蔬 盾 . 因为 在 
那个 时 代 的 数学 中 ， 能 够 把 变化 过 程 中 的 变量 作为 统一 对 象 
来 把 握 ， 这 种 辩证 的 思维 方法 还 没有 得 到 充分 的 发 展 . 

你 们 当然 者 知道 微分 形式 的 定义 : 我 们 称 量 

dy = f(A (3) 

为 网 数 f(x) 的 微分 ,其 中 Az 为 自 变 量 的 增 量 . 也 即 是 说 ， 
图 数 f(x) 的 微分 是 两 个 自 变 量 一 一 量 xz 及 其 增 量 Az 
的 函数 ， 这 两 个 变量 的 值 被 此 之 间 训 无 关系 防 可 以 完全 无 鞠 
地 选取 . 号 

特别 地 ,研究 铺 数 y= 二 xz, 我们 得 到 结论 ;dr 一 Azr, 即 自 变 
量 的 微分 和 增 量 相 等 . 在 公式 (3) 中 以 dz 代替 Az, 我 们 得 到 

dy = rn (rdr, 


由 此 得 
Tr _ rt 一 d), 


刀 导 数 等 于 孟 数 的 微分 与 自 变量 的 微分 之 比 . 
但 是 ， 只 从 这 些 纯 粹 形式 的 研究 还 不 足以 理解 微分 概念 


种 译 者 注 , 我 们 现在 所 说 的 微 积分 学 , 在 历史 上 , 例如 在 欧 拉 的 
时 代 ， 曾 被 称 为 “无穷小 分 析 ”. - 

色 ” 译 者 注 . 这 一 点 极 关 重要 , 是 理解 微分 dy 的 实质 的 关键 . 即 认 
为 dy 是 两 个 自 变 量 z 与 4 C4 即 Az) 的 函数 ,入 下 再 令 xz 国 定 而 专注 于 
点 即 Ar 的 变化 . 所 以 xz 与 4 是 完全 互相 独立 的 , 微分 的 现代 概念 要 害 
”” 即 在 这 里 . 
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对 于 数学 分 析 及 其 应 用 具有 着 那样 巨大 的 意义 的 原因 ， 为 了 
弄 通 这 个 问题 ， 需 要 从 本 质 上 来 认识 微分 的 思想 ， 可 能 最 为 
方便 的 是 我 们 从 研究 一 种 特殊 情况 开始 : 即 x 表示 时 间 ， 而 
y= 二 rr) 则 表示 动 点 在 从 0 到 zz 的 时 和 间 间 隔 内 通过 的 路 程 . 
这 时 正如 我 们 所 了 解 的 ， Fr (x) 意味 着 动 点 在 时 刻 x 时 的 瞬 
时 速度 ， 因 而 dy = 户 (zyar 则 是 动 点 在 时 间 间 隔 Lzr,z 十 
aAzj] 内 所 通过 的 路 程 的 值 ， 但 是 要 把 原来 的 运动 换 成 男 一 种 
运动 ， 即 动 点 在 此 峙 间 段 内 是 以 该 区 间 开 始 轩 的 速度 作 勾 速 
运动 的 ， 实际 上 ， 直 实 的 动 点 在 此 时 间 问 中 内 通过 的 实际 距 
离 一 般 说 来 会 是 另外 的 数值 ， 国 为 速度 不 会 是 常数 ， 

正如 我 们 所 了 解 的 那样 ， 一 般 情 况 下 导数 f' Cx) 是 作为 
量 y 对 已 知 量 * 的 相对 变化 率 的 度量 来 研究 的 : 所 以 我 们 可 
以 把 微分 dy 一 了 (tx)Ax 看 作 是 另 一 个 函数 y 当 自 变量 x 从 其 
初 值 变化 到 x 十 Az 时 的 增 量 , 而 这 个 隧 数 在 区 间 [z,z 十 
aAzj 的 所 有 总 处 变化 率 的 度量 都 和 原来 的 了 汞 数 在 该 区 向 的 起 
点 处 一 样 . 这 可 以 直观 地 用 图 21 来 表示 : dy 是 另 一 条 曲线 


单 
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y 二 f(x) 当 自 变量 从 开 变 到 = 十 Ar 时 维 坐 标 走 过 的 路 程 ， 
而 这 条 曲线 在 此 区 间 上 处 处 的 储 乔 都 与 原来 则 线 左 点 Tr 多 
的 谷 角 一 样 ， 即 是 说 我 们 以 原 曲 线 在 横 坐 标 为 zx 的 点 处 所 引 
的 切线 来 代替 原 曲 线 . 

你 们 天 多 可 能 知道 : 在 应 用 科学 中 当 A&z 很 小 时 常常 不 
去 区 别 将 数 y 一 了 (zx) 的 增 量 Ay 与 微分 dy. 有 时 这 其 至 导出 
“微分 就 是 无 穷 小 增 量 ” 这 种 不 正确 而 且 是 有 害 的 说 法 (实际 
上 微分 一 般 说 来 既 不 是 增 量 , 也 不 是 无 穷 小 量 ), 认真 回答 好 
由 于 把 原来 的 函数 换 成 另 一 个 羡 数 自然 引发 的 两 个 同 题 对 我 
们 将 是 有 益 的 , 1) 这 种 代 换 在 什么 范 力 内 是 允许 的 ?7 2) 这 
种 代 换 会 带 来 什么 好 处 ? 

要 回答 第 一 个 问题 ， 我 们 将 从 关系 式 


PC = lin A 

出 发 , 并 以 a 来 表示 由 此 关系 式 巩 得 的 无 穷 小 量 站 一 
六 5(z)。 这 使 得 

Ay = fF (rx)Az 十 ear 一 Qy 十 waAr， 【3 
因为 当 Ar 一 和 时 = 一 0, 所 以 弱 积 aAx 是 比 Az 更 为 高 阶 的 
无 穷 小 量 .这 里 是 以 Az 为 自 变量 ， 所 以 比值 S = 户 (z) 对 
Az 而 言 是 常量 (但 对 z 而 言 却 是 变量 D)， 而 商人 > 当 Ar -> 0 
时 以 此 常量 为 极限 . 如果 我 们 有 产 (x) 关 0, 量 Ar,Ay,dy 才 


是 同 阶 的 无 穷 小 量 , 因此 作为 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 量 的 值 
“az 也 同时 是 关于 Ay,dy 中 的 每 一 个 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 这 也 


® 详 者 注 .请 比较 121 页 注 局. 
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即 是 说 ,我 们 所 得 的 关系 表明 : 如果 (x) 关 0, 函数 当 Ax 
阅 0 时 的 增 量 与 被 分 之 间 的 差 是 关于 其 中 每 一 个 《 即 表 数 的 


量 有 时 呈 四 有 时 时 和 和 昌 和 


| 


增 量 时 (或 者 相反 》 我 们 充 许 中 能 有 无 穷 小 的 相对 误差 

我 们 所 得 的 当 产 (xz) 天 0 时 的 关系 很 明显 地 等 价 于 关系 

= 
它 表明 了 Ay 和 dy 是 当 Ax 一 0 6 时 的 等 价 的 无 兴修 正 是 以 这 
些 结 果 为 基础 ， 在 实际 计算 中 可 以 当 Az 很 小 时 以 其 微分 来 
近似 代 换 函数 的 增 量 . 

要 回 沦 第 二 个 同 题 一 一 以 微分 来 代替 函数 的 增 量 会 带 来 
什么 好 处 一 一 我 们 指出 : 建立 微分 ， 从 理论 土 和 实际 上 讲 一 
般 痢 比 建立 增 量 更 方便 些微 分 dy 是 量 Ar 的 线性 函数 ,其 
随 春 Az 的 改变 而 变化 的 特征 特别 地 简单 , 并 且 研 究 它 时 , 除 
了 要 计算 一 点 处 的 广 (z) 值 外 ， 再 不 需要 任何 东西 ， 当 然 对 
于 Ay 就 没有 任何 相似 的 闻 方 了 . 例如 ; 设想 你 们 要 编制 一 些 
函数 y == sin x 对 于 靠近 60* 的 了 > 值 , 如 60°01', 60"02' 等 等 的 
图 数值 表 ， 你 们 没有 找 出 这 些 信 的 准确 值 的 工具 ， 秀 你 们 知 


道 当 zx 一 60" 时 y = 2. 但 在 寻找 大 近 x 的 另外 的 值 时 你 


们 没有 办 法 求 出 y 值 的 相应 增 量 Ay. 现在 看 到 了 , 如 果 利 用 
增 量 Az 为 很 小 这 一 点 , 并 决定 以 微分 dy 来 代替 增 量 Ay, 可 
以 得 到 什么 ? 因为 y = cos 60* 一 这, 则 dy 一 十 Ar, 其 中 Az 


1 + Fz 1] AX- 0), 


要 用 强度 制 (arc 1' = T85 光 660) 来 表示 ， 由 兹 我 们 马上 得 出 ， 


， ~ 3 1 天 
总“ 站 1 a 一 一 ” 
Sn en ol 2 2°180.60° 
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NT 
sin BOO2’ 了 十 2 "180. 60’ 

M3 1, 3n 
= 己 | -一 一 -一 
00 


你 们 已 经 看 到 了 ， 微 分 dy 具有 下 述 两 条 重要 的 性 奈 ，; 

1) 它 是 Az 的 线性 函数 ; 

2) 与 Ay 相 比 相差 一 个 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 . 我 们 现在 
要 指出 : 这 两 条 性 质 完全 定居 了 微分 ， 基 只 有 函数 的 微分 才 
适合 这 两 个 条 件 量 ， 故 可 以 是 也 恰恰 是 从 这 个 定义 开始 研究 
微分 学 , (当然 , 尽管 对 任何 可 微 径 数 的 微分 的 存在 性 的 证 明 
总 是 同样 不 可 避免 地 要 引入 导数 ,) 

实际 上 , 令 dy = aAz 十 b, 其 中 a 和 上 # 与 Az 无关 ， 再 令 
Ay 一 dy 一 cazr,， 其 中 是 当 Azr 一 0 时 的 无 穷 小 .这 时 

Ay 一 dy 十 wazr 一 (ae 十 aar 十 所 

如 有 果 范 数 y 连 续 ( 我 们 假设 这 一 点 ), 则 当 Az-0 时 4Ay 一 0. 
出 此 必须 有 5 一 0 县 Ay = (a 十 中 Az， 由 此 得 


A 一 “十 or， lim SY 一 户 (z) = a, 
dy = 7 Cr)Ax, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


在 微分 的 其 他 性 质 中 ， 所 谓 微分 关于 任何 变量 变换 的 形 
式 不 变性 有 重要 的 意义 (但 在 许多 教科 书 中 是 讲 得 不 充分 
的 )、 以 下 就 是 它 的 内 容 : 如 果 z 是 自 变 量 , 则 正如 我 们 所 看 
到 过 的 


人 TD 详 者 注 ， 这 人 句 话 是 译 者 加 的 . 
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dy = f(xrAr Oo flr}dr, 4) 
现在 把 z+ 看 作为 新 变量 ! 的 函数 x 一 开口 ， 很 显然 ,此 时 关 姑 
式 (4) 的 两 个 等 号 也 不 一 定 再 成 立 ， 因为 现在 (一 般 说 来 ) 已 
经 是 dr 二 #(A 关 Ar. 
绝 录 的 是 , 由 (4) 得 出 的 第 二 个 关系 式 即 
dy 一 f(xyYdzx 
对 任何 这 类 变换 都 仍然 是 对 的 . 实际 上 变换 的 结果 yy 成 了 
的 力 数 
y= wt = ft), 

由 此 依照 晴 数 的 函数 的 微分 法 则 有 

yD) = Cpu 0), 

dy = Od = fF tp) (Nd, 

而 因为 gq02) 一 zx， 4 00df = dx 则 实际 上 有 dy 二 了 Crdz， 
正如 后 x 是 自 变量 时 一 样 ， 这 也 即 是 说 , 在 导数 表达 式 y = 


SY 中 是 自 变量 或 者 z 是 另外 某 一 个 变量 的 函数 都 是 毫 无 差 


划 的 ， 

我 们 山 才 利用 了 国 数 的 函数 的 微分 法 则 ， 一 般 说 来 ， 在 
这 些 讲义 里 我 们 不 打算 谈 微分 学 的 这 些 初 等 法 则 ， 但 正 是 这 
个 法 则 值得 稍 如 往 意 ,因此 在 大 才 数 教材 中 要 人 么 出 现 错误 ,要 
么 过 于 复杂 . 下 面 是 其 简单 而 又 正确 的 推导 下 : 令 y = f(x)， 
Xz 二 P00) ,yy 一 Jf) 二 ftpQ))， 当然 ,函数 和 ww 都 假定 是 


十， 这 是 克 药 何 座 斯 (M.A. Kpetnec) 告诉 我 的 , 详 者 注 . 实际 上 
在 许 允 数学 分 析 教 材 中 是 这 样 证 明 的 ， 但 例如 有 的 务 为 对 上 ) 一 与 
及 4 关 0 两 种 情况 来 证 明 ， 这 就 不 必要 了 .本 书 作者 讲 有 的 书 上 证明 
过 于 复杂 可 能 措 此 . 
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可 微 的 , 因而 在 关系 式 (3) 中 当 Ax -> 0 时 a 一 0. 由 此 式 得 
Ay nr vaAr ,Az 
= f(z) 十 wy， 


但 当 辣 一 中 时 我 们 有 ec 一 0， Ed) HN), 由 此 
取 极 限 得 
p= Fn do = fp gy. 

这 也 就 是 我 们 想 要 导出 的 法 则 . 

Lagrange 定理 -微分 学 的 建立 在 相当 大 的 部 分 上 是 基 
于 拉 格 朗 曙 定理 的 , 它 是 所 谓 “ 中 值 定理 ”的 第 一 个 模式 . 由 
于 它 在 整个 数学 分 析 所 有 部 分 中 都 有 极为 重要 的 价值 ， 我 们 
以 后 应 该 给 予 足够 的 注意 . 

Lagrange 定理 . 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 
且 在 开 区 间 (a,5) 内 可 微 ， 则 存在 着 该 区 间 肉 这样 一 个 内 点 


c， 使 得 


Po = HA. (A) 


证 有 明 ， 很 显然 ,函数 

HX)= par fra CD f(a)) 
在 区 间 [4,8] 上 可 微 . 因为 g(a) = 2 一 0, 则 要 么 对 任何 
zfE bad] 有 Kx) 二 0, 这 时 对 任何 的 点 x 有 YY (rx) = 0; 要 
么 zz) 在 区 加 内 了 歌 不 为 零 的 值 ， 则 此 时 这 些 值 中 必 能 找到 
最 大 值 , 或 者 最 小 值 (因为 函数 q(x) 连续)， 为 确定 起 见 令 
HT) 在 Zz 二 c 时 取 最 大 值 (a < c < 之 5， 这 时 必然 有 Y (ec) = 
0. 全 为 当 8 ce) 半 0 时 我 们 对 充分 小 的 正 数 友 就 有 

Eth) 一 Xe) 一 Re ~, 


由 此 得 ge 十 h) >pke), 这 与 点 < 的 定义 矛盾 , 当 gtcJ<co 时 
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( 纵 有 以 负 值 ) 我 们 得 到 相似 的 矛盾 . 从 gle) 一 0 可 推 得 (A)， 
从 而 定理 得 证 . 

时 常用 另 一 种 记号 来 陈述 这 个 定理 , 若 给 出 一 个 以 x+ 和 
2 十 Az 为 端点 的 闭 区 间 ， 则 存在 一 个 数 800 过 8 二 1), 使 

Firt ArAr = fr + Mr) — fOr). 

对 于 具有 高 阶 导 数 的 函数 ,对 Lagrange 定理 可 以 做 出 重 
要 的 推广 ， 我 们 现在 就 来 证 明 它 . 

定理 . 如 采 静 数 ?一 Je) 在 区 间 [xyxw 十 nAX]. 上 有 直 
到 nn 一 1 阶 的 种 续 导 通 数 ; 而 在 区 间 内 部 有 5 阶 导 函 数 耿 的 
话 ， 则 在 在 着 这 样 的 数 8.50 < 86 民 1), 使 得 

My = Fr Ar) AT)". .(B) 
这 里 A"y 表示 已 知 疗 数 yy 一 ALX) 的 "nn 阶 差 ”， 一 阶 差 即 是 首 
通 的 增 量 Ay 一 f(x 十 Az) 一 f(z), nl1 阶 差 定义 为 阶 
差 的 第 一 阶 差 , 因而 特别 地 有 
A y=ACAY) 

一 [FE 十 AT 十 Atz 一 FE 十 az 一 [Fr 十 Ar 一 天 (你 ]] 

一 f(rioAr)— 7c Ar tr | 
Ay= /f(r 3AT)— 3 (r+2 Nt) + 3 (r+ Ar)— f(x) 
等 等 ， 一般 地 ， 容 盟 用 归纳 法 证 明 

TT Cn—1ijArJ] 十 


ee 


2 人 一 12 rn oA 一 


Dn rtAr) + 1)"fz). 
证 明 . 当 n 一 工时 我 们 所 证 骨 的 定理 与 Lagrange 定理 
一 致 . 我 们 假设 定理 对 a 阶 差 成 立 , 再 证 崩 它 对 x 十 1 阶 差 也 


DD 在 区 间 的 端点 处 只 要 有 +。 一 1 阶 的 单 边 导 稀 数 就 行 了 ， 
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成 空 . 国 此 我 们 假设 函数 y 一 了 Fx) 在 区 间 [x.x 荆 (十 1)AAr] 
廿 有 阶 的 连续 导 范 数 屿 在 其 内 有 = 十 1 阶 的 时 哨 数 ， 由 此 
得 痛 数 Ay 二 了 {tz 十 zr) 一 (2) 在 区 闻 [x,x 十 nAr] 上 有 * 
阶 的 导 隔 数 . 估 而 我 们 应 用 我 们 的 定理 于 其 阶 着 ， 踢 得 
ACAYT— CAT rT A nA FI rT nA 
其 中 0 过 反之 1. 但 从 我 们 的 前 提 条 件 得 出 : 函数 产 ” 在 区 间 
[z 十 grnAzr,z 十 人 1 十 ga)Az] 上 连续 且 在 其 内 可 微 , 因而 应 
用 Lagrange 定理 于 上 面 等 式 的 括 导 内 ， 我 们 得 到 
Artly = (Ary TfotD (rz 二 中 raAzr + Ar) 
= (CATY HF TF dn I)Ar), 
此 即 是 所 要 证 明 的 . 
Lagrange 下 于 的 号 一 个 村 要 的 推 六 是 著名 ay 公 


二 
|] 


FF fre) 
fe) falta) fley 
这 个 一 般 的 公式 的 证 明 ( 当 f(x) 二 z 时 变 为 Lagrange 
定理 ) 与 Lagrange 定理 的 情形 完全 一 样 . 令 
HO= DAD fa fr CA) fa), 
我 们 得 到 gta) = gx5)， 因 此 阔 数 gx) 要 么 在 区 间 [a ,站 上 为 
常数 , 要么 在 此 区 间 内 取得 最 大 值 或 者 最 小 值 ， 由 此 完全 同 
证 明 Lagrange 定理 时 一 样 ， 我 们 断定 在 某 个 点 < 处 ta 一 ce 去 
5)》 澡 然 有 Cc) 一 0， 这 等 价 于 等 式 CC) 的 结论 . 
还 应 注意 该 等 式 (C) 的 左边 不 会 是 没有 意义 的 , 因为 当 
(a) 二 f(b) 时 函数 应 (zx) 由 Lagrange 定理 在 [a,5] 之 内 应 
可 以 变 为 等 ， 这 是 被 排除 于 定理 前 提 之 外 的 . 


(C0) 


130 第 五 讲 


高 阶 微分 ， ”正如 你 们 所 了 解 的 ， 高 阶 的 导数 和 微分 是 
可 以 归纳 地 定义 的 :x 阶 导 数 是 通过 对 一 1 阶 导 数 求 性 而 得 
到 和 的， 类 似 的 情形 对 微分 也 是 如 此 . 

跑 数 y = rr) 的 高 阶 导数 和 微分 则 有 关系 式 

dy = f(r)dzr" .£5) 
《其 中 dz" 表示 的 是 自 变量 x 的 一 阶 微分 的 4 次 其 ), 其 证 明 
也 是 由 归纳 法 给 出 的 如 果 + 建 自 变 量 , 则 dx = Az 与 x 无 
关 ， 因而 由 微分 (5) 式 , 我 们 就 得 到 全 ' ”表示 对 xz 求 导 ): 
ds+19 一 dCd"y) = (d"y)'dx 一 frrerydr"t!, 

正如 我 们 上 面 所 看 到 的 那样 ， 当 nn = 1 时 , 当 z{ 从 而 也 
有 y) 是 上 自 变 量 * 的 任意 的 可 微 疼 数 z 二 gq) 时 (5) 式 仍 然 成 
立 . 窜 易 证 明 当 = = 2 时 情况 就 变 了 : 商 阶 微分 对 于 自 变量 
的 变换 不 再 有 形式 的 不 变性 . 实际 上 ,我 们 要 用 (Cd?y), 或 者 
《dy》 米 表 示 沙 数 y 一 站 x) 的 二 阶 微分 , 视 我 们 以 量 z 或 者 
是 以 量 : 为 自 变量 而 定 . 这 时 有 

《dzy)。 = Ptrydr’, 

同时 有 

(dzy), = SLE) di 下 有 di 


一 《六 [PC 了 JP 人) 十 Ff pI Ydes 
= fd + f Cp) I de. 

我 们 看 到 这 两 个 式 子 是 不 同 的 ; 第 二 个 包含 了 一 个 添加 的 项 
户 Cg(t)Ig edz*， 它 在 第 一 个 式 子 中 是 没有 的 并 县 只 有 当 z 
是 :的 线性 函数 ; 9(1) 一 at 十 5 时 才 恒 等 于 零 , 这 就 是 说 , 二 
阶 微分 与 一 阶 微分 不 同 ， 只 有 对 于 自 变量 的 线性 变换 才 有 形 
式 的 不 变性 

可 以 用 别 的 方式 定义 高 阶 导数 ， 即 利用 相应 阶 的 差 ， 类 
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似 于 一 阶 导数 是 当 Az -> 5 时 比 22 的 极限 ,可 以 证 明 
lim RY 一 Fo 人 zy 《6 


如 果 函 数 f(x) 连续 ， 则 (56) 式 即 是 公式 (B) 的 直接 推论 . 
但 重要 的 是 要 证 明 ,(6) 式 之 成 立 并 不 隆 决 于 这 个 前 提 和 人 条件 . 
因为 (6) 式 当 # 一 1 肝 成 立 ,' 基 以 需 继 续 证 明 ; 阁 它 对 荣 
个 4 成 站, 则 它 必 也 对 十 1 成立 { 同 时 当然 要 假设 函数 y 一 
f(x) 有 nn 十 1 阶 的 导 函 数 )， 设 (6) 式 对 一 定 的 x (同时 也 对 
任何 次 可 微 函 数 六 成 立 . 因为 男 数 、 
Ay = fr Ar) — fr) 
有 阶 导 数 , 则 我 们 可 以 对 之 应 用 公式 (B)， 这 使 得 有 (如 同 
我 们 在 b. 129 上 看 到 的 ); 
A (Ay) —Ar” » (Ay) ga 
=Ar (Frt dnArt A — fF rinAr)}, 
C7 
其 中 0 < 0 过 1. 但 由 于 产生 Cr) 存在 ,有 
frirt Ar)— Fr Ar{ "ir tte}, 
六 区 区 十 中 站 一 天 和 [二 一 FA 十 ear， 
其 中 心 一 0, a 一 0( 当 Axz 一 0 时 ), 所 以 . 
TranArATI— Cr+ OnAr) C= 
Azrf tur) ia (lin Ar— and Az. 
因 紫 关系 式 (7) 给 出 
ay 
rt 
由 此 当 Ar -> 0 时 取 极 限 往 出 


lim A = fn tre), 


一 fn(r) 十 aif1 十 58) 一 wnt, 
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此 即 所 机 证 明 的 . 
无穷 小 量 和 之 比 的 极 卫 和 无 寡 大 量 之 小 的 极限 ， 在 Lag- 
range 公式 和 Cauchy 公式 的 应 用 中 我 们 首先 来 研究 一 个 非 
常 重要 的 问题 .: 它 在 分 析 教 程 中 却 蚌 以 二 分 不 合理 的 荒诞 称 
图 “确定 不 定式 ”0 出 现 . 实质 上 这 里 讲 的 是 利用 微分 学 的 方 
法 以 寻找 无 穷 小 量 之 比 的 极限 或 者 无 穷 大 量 之 比 的 极限 . 
设 天 (a) 一 万) 一 0, 且 在 点 a 的 某 个 邻 域 内 两 个 函数 
都 可 微 , 并 且 当 天 na 时 疡 (zy 关 0.. 因 为 当 fi(a) = 户 (a) 
一 0 和 时 Cauchy 公式 给 出 
flat+th) fila tt Bh) 
fat+h) frita + Ok) 
则 我 们 可 以 断定 (L Hospital 法 则 ); 如 果 fi(a) = fs(a) 一 0 


FC) _ tr) 、 
下 二 半生 下 


(0 < 局 < 1)， 


以 得 到 (当然 要 设 画 数 /C2 和 产 (z) 大。 的 某 个 华 大 内 丰 
在 二 阶 导 数 ): 当 fi(a) = f(a) == fi(a) 一 六 ta) 二 9 时 从 


lim A 一 可 推 得 lim 0 .一 般 说 来 , 如果 


ha) = Fa = fa) = fla) 
= fi = 一 让 -oo) =0, 
且 肾 数 六 (Cx) 和 i fo) 在 点 a 的 某 个 邻 域 内 有 x 阶 导数 ， 风 从 


D 还 有 更 为 藻 渤 的 称呼 ; “寻找 不 定式 的 真 值 ” 县 不 谈 数 学 分 析 
中 -- 般 不 包含 任何 “不 定式 ”， 这 里 通常 是 把 异 于 其 实际 值 的 数 称 为 函 
数 在 已 知 点 的 “真正 的 值 ”的 
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关系 7 l(t a) 可 得 并 5 一 1 (x -> a)、 如 果 


ACT 利 皇 iD 部 在 点 5 处 连续 得 思 aa 天 0， 则 由 此 得 出 


jm A fi Cu) 
ra felCr) fay 


LTIospital 法 则 是 计算 极限 的 非常 有 力 的 武器 ， 且 在 许 
多 情况 下 非常 容易 地 得 出 这 些 极限 ， 而 应 用 初等 方法 却 尾 有 
相当 难度 的 . 例如 当 记 (= 二 tan x 一 sinx, 产 (r) 一 了 时， 
我 们 有 万 (0) 二 六 (0) = 760) = 0 FY(0) = 3, f/f,(0) 一 
(0) 一 瑚 (0) 一 0, 玫 (0) = 6, 由 此 按 公式 (8) 则 有 
tanz— sinr 0) 1 


lim 3 一 一 - 


x0 全 0 2° 
LTospital 法 则 当 a = 十 ee 时 的 情形 仍 成 立 实际 上 
fr) 
f (Cr) == liin ] 日 . 
i ”fy) 


(8) 


由 土 述 我 们 已 证 明了 的 LTHospital 法 则 ,这 后 一 个 极限 等 于 


二 
> 二 0 六 及 ) I 十 Fry 


当 这 个 极限 存在 时 ). 当然， 应 用 LHospital 法 则 的 必要 的 
前 所 条 件 是 
lim f(r) = lim fi(x) = 0. 
不 仅 她 此 ，Lospital 法 赠 也 可 以 用 来 求 无穷 大 量 之 比 
的 极限 ， 尽管 这 里 其 证 明 有 点 复杂 . 为 确定 起 见 设 当 xz 一 a 
时 万 (zz 一 十 co fetxy 一 十 oo 此外, 像 以 往 一 样 ,我们 设 
fz(X) 在 后 a 的 茶 个 分 域内 不 为 零 ， 在 此 邻 域 中 取 任 意 的 两 
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个 点 + 和, 使 得 + 位 于 a 与 a 之 间 , 为 确定 起 见 令 a < 之 工 之 
a (图 22); 由 Cauchy 公式 我 们 得 到 
fi 一 万 (ay ft) 


[人 让 此 


其 中 和 是 区 闻 [Lzrye] 的 某 个 内 点 因为 从 另 一 方面 来 讲 有 
1 一 Ca) 
fT fla) flr) Fr) 
fir) — fla) folx) | fla) 
fr) 
所 以 等 式 (9) 给 出 
] 一 fo) 
Cr) 及 55) far) (10) 
f(x) fl€) | 
(x) 


我 们 现在 来 更 详细 地 讲 一 下 点 x 与 a 的 选择 . 如 果 如 我 
们 和 假设 的 那样 存在 闭 
CT) 
lm ry 
则 对 于 无 论 怎样 小 的 s(> 0) 都 可 以 找到 点 a 的 这 样 一 个 邻 
域 口 , 使 得 对 任何 z EU 都 有 


ti， 


CT} 
fe peor) itt, 
令 at 从 而 也 有 x) 属于 该 邻 域 , 这 时 也 有 EU, 因而 
: A (6) 
te pe ts 


现在 让 «不 变 , 而 z 将 无 限 趋 近 于 a. 因为 此 时 A(x) -> 
十 cotzy 一 十 co， 页 公 式 (10) 右边 的 第 二 个 因子 则 趋 近 
于 1. 因此 对 点 a 的 某 邻 盛世 中 的 任何 zx， 它 都 将 介 于 1 一 
当 1 十 E 之 间 ,， 因 批 对 任何 z 皇 YY 站 嫌 公 式 (10) 给 出 
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ti 一 ELT -— Ey < He < 人 十 EL 十 二 9 


因为 * 任意 小 ， 故 有 


lim A 一 7 
此 即 是 所 要 证 明 的 . 
同 无 穿 小 量 之 比 的 法 则 相似 , 此 法 则 也 在 < 三 士 co 时 成 
立 . z 
例 ， 1) f(z) = mar, f(z) = 过. 当 z 一 0 时 ， 
六 (2 一 一 oo， fylr) + oo， 
人 二 一 x 一 0, 由 此 得 
ns = rnr—0 【〔( 当 0 时 ). 
2) 当 f(z) = 二 x 一 十 0 里, 我们 有 
Fry 一 in 工 一 十 Co 
Ftlzy 1 
间 时 pC) 一 志 症 0 由 此 得 
= 


令 工 一 er， 我 们 得 到 re -> 0( 当 zz 一 十 co 寺 ). 

Taylor 会 式 . ”现在 我 们 该 来 讲 讲 Taylor 公式 ， 也 许 你 
们 都 已 熟知 ， 它 不 但 是 在 数学 分 析 中 ,而且 在 其 应 用 中 ， 都 
是 最 重要 的 研究 工具 之 一 .对 这 个 在 任何 分 析 教 程 中 都 被 详 
细 地 研究 的 公式 ， 我 们 要 特别 注意 ， 因 为 在 它 的 推导 的 通常 
表述 中 ， 从 思想 方面 来 说 总 是 完全 模糊 的 ， 而 只 余下 毫 无 指 
望 的 形式 ， 因 此 对 于 许 驳 学 生 面 言 ， 该 公式 后 来 竟 得 到 如 此 
惠 要 的 意义 ， 实 为 意外 ， 而 有 时 有 具 永 远 都 是 个 迹 . 
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正如 我 们 不 止 一 次 指出 和 的， 基本 关系 式 
lim fe 士 名 一 Fa) 


in 站 一 f(a) 
可 以 改写 成 等 价 的 形式 ，; 
fla ho= fa t+ hf a) + ah, 11) 


其 中 当 h 一 0 时 a 一 0， 因而 这 里 的 ok 是 关于 上 的 高 阶 无 究 
小 ， 即 其 与 & 的 比值 当 记 一 0 时 是 趋 近 于 零 的 . 

我 们 约定 一 般 以 vtzr) 来 表示 任何 与 x 的 比 在 已 知 的 变 
化 这 程 中 赵 近 十 零 的 量 .， 这 时 乘积 ak 我 们 就 可 以 改写 成 
oC) 的 形式 . 因为 对 任何 od) 依照 定 尺 有 


0 Ch 0), 


相反 地 , 任何 ot#) 部 可 以 表示 为 ok 的 形式 (其 中 ee 一 和, 条 
一 人 9 时 )， 因此 QQ1) 式 可 改写 成 
Ka oh) = fa) hf a) + ol), 
正如 我 们 所 看 到 的 , 这 个 公式 当 产 ta) 存在 时 对 任何 情形 都 
或 了 立 ， 我 们 已 经 不 止 一 次 地 用 过 它 ， 并 且 可 以 直接 看 出 ， 这 
种 写法 恰好 是 它 的 优越 性 之 所 在 ， 如 果 5 如 此 小 ， 使 得 形 如 
cf) 的 量 可 以 忽略 ， 则 近似 公式 
天 (aa 十 站) sz fa) + hf ta) 

一 般 说 来 ,使 得 我 们 在 一 系列 研究 中 能 用 右边 的 关于 外 的 线 
性 喇 数 来 代 荐 复 录 的 郴 数 Fu 十 4) 本 身 , 显然 地 , 这 将 给 出 
客人 么 本 质 的 好 处 . 

现在 完全 有 理由 期 望 把 这 个 有 益 的 方法 继续 二 去， 如果 
我 们 想 要 得 到 更 好 的 精确 度 ， 则 我 们 有 时 不 能 以 误差 要 对 天 
很 小 的 近似 公 趟 为 满足 ， 例 如 ， 可 能 有 这 样 的 情形 ， 我 们 还 
需要 计算 到 启 阶 的 量 ， 而 只 能 忽略 形 如 oh7) 的 量 ， 即 关于 
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?的 无 穷 小 量 . 这 汁 我 们 自然 地 要 提出 寻找 这 样 的 二 次 函数 
aa 十 ah 十 qoh:， 和 恒 得 当 上 很 小 时 有 关系 式 ， 
GCC 十 页) = a Ad ash’ + oh?y} 
一 般 地 ， 如 采 我 们 想到 计算 到 品 阶 , 但 允许 忽略 形 如 oth") 
的 量 ,， 则 我 们 当然 要 找 出 这 样 的 多 项 式 
aa 十 ai 两 十， 十 ah" 一 P,(h)， 
使 得 有 关系 式 : 
fa + Rh) 一 P(th) 十 oh"); 

如 果 这 个 课题 得 以 解决 ， 则 我 们 有 可 能 在 任何 允许 忽略 形 如 
olh") 这 样 的 量 的 问题 中 ,以 简单 的 上 次 多 项 式 来 代替 一 般 说 
来 是 复 桨 的 消 数 f(a 十 上). 

当 n 二 1 时, 设 函 数 f(r) 在 Xz 二 a 时 有 一 和 阶 导数 ， 我们 
已 经 得 到 了 所 提问 题 的 解 . 一 般 情况 下 我 们 将 从 fm ia) 存 
在 的 假设 之 下 出 发 当然, 这 里 要 求 西数 (zr) 在 点 a 的 某 个 
邻 域 中 有 任何 较 低 阶 的 导 孙 数 存在 . 

著名 的 Taylor 定理 恰 怡 是 基于 想 要 解决 我 们 所 提 的 问 
题 ， 即 证 明 所 求 的 多 项 式 Pth) 存在 且 给 出 其 系数 的 表达 
式 . 据 此 定理 , 在 f"™ (a) 存在 的 情形 下 , 多 项 式 P,(pP) 叭 一 
地 由 坟 下 公式 来 定义 ; 

PA) = f(a) tA Ca) + a) + 


a 
换言之 , 由 此 定理 即 有 
flath) = fla) + hf'ita) 十 二 fa) 十 … 十 


fa) 十 och"), (12) 


设 
Flat hy) — Ph) = ¥Oh), 
则 要 证 明 我 们 的 命题 具 要 证 明江 
92 0， 当 有 一 0 时 (12') 
为 此 目的 ， 我们 注意 
P= flath) fa hf (0) —e fa), 


ha" 


. 一 了 
GRE Cat OR yr a), 


POR Hat) fT YR a) of" a) ， 


PIR)=f TV at a) A Ca). 
由 此 得 KK0) = 二 00) 二 一 gr200) 一 0 因为 函数 如 的 直 
到 一 2 阶 的 导数 当 h 二 0 时 都 变 为 零 , 而 其 一 1 阶 导 数 等 
于 nl 上 丰 由 LEHospital 法 则 有 

lim 下 各 ~ tim A 


二 一 站 再 -= 站 nt 


只 要 右边 极限 存在 的 话 . 但 


后 


TD 译 者 注 ， 为 解决 我 们 的 问题 , 一 方面 应 证 明 当 PCh) 到 以 上 
形式 密 项 式 时 ， fs 十 站) 一 Po 二 ol), 另 一 方面 还 要 证 骨 ， 如 时 
多 成 另外 的 B06), 则 产 s 十 有 一 已 全) 不 会 是 othW)， 本 书 只 证 了 前 
一 部 分 . 后 一 部 分 容易 证 明 ; 因为 f(a 十 h) 一 信 (h) = f(a 十) 一 
Pt 二 Ph 一 oh 因为 PP 关 人 的 : 吉 
Ph) Oo A = hr PP 一 全 (天 ] 
二 口 (8"), 从 而 了 (a 十 抽 ) 一 外 人 二 Oh" ,这 与 想 设 fa 十 有 ) 一 总 0 
二 oter) 也 慎 . 
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1} tal1» Fl 
Lm 至 Rh) 1 f eth fia) /ma 


hf 皇上 一 二 

一 0. 
因为 依 定 闵 了 mca) 存在 , 这 就 证 明了 (12') 式 ， 因 而 也 就 完 
成 了 Taylor 公式 (12) 的 推导 . 

当然 ,下 一 步 有 意义 的 是 变 找 出 公式 (12) 的 * 余 项 ”och") 
的 方便 的 表达 式 ， 已 便 在 需要 时 用 以 知 计 其 可 能 的 精确 度 . 

我 们 在 这 里 提出 这 些 余 项 公式 中 的 一 些 最 通用 的 形式 而 
不 去 推导 它们 , 你 们 可 以 在 任何 完整 的 分 析 教 程 中 找到 它们 
的 证 明 ， 我 们 以 RC) 来 表示 公式 (12) 中 没有 给 出 明显 表达 
起 的 ol1r). 由 Taylor 公式 本 身 ， 当 f"”- ca) 存在 时 我 们 得 
到 

R, CD) fetlea) 
no hl xn 二 1)!? 

如 果 我 们 假定 f+?Czx) 不 仅 当 x 二 a 时 存在 , 而 且 在 区 间 
La,e 十 Ah] 上 的 任何 点 处 都 存在 ， 则 我 们 对 R,(h) 就 得 到 部 
知 的 “Schismilch 公式 ”， 
pet + bh), 
其 中 0 之 8 之 1, 而 p 是 一 个 不 超过 十 1 的 任意 的 正 数 .由 
这 个 十 分 一 般 的 公式 ， 当 适当 选择 p 时 就 得 出 一 系列 的 不 同 
的 特别 形式 ， 其 中 最 为 通用 的 是 ， 

1》) 当 p 一 x 十 1 时 “Lagrange 信 写 ”; 


fa 十 OR) ; 


2) 当 记 一 1 时 是 “Cauchy 公式 ”， 
htie] — 0 
ni 


RA) 一 


Rth) 一 


RAA) = fra + Oa). 
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在 这 些 专门 的 形式 中 ， 恕 癌 在 一 般 的 Sehla mitch 公式 中 一 
样 , 设 f+ (C7) 在 区 间 -a,a 十 的 每 一 点 处 存在 

你 们 了 解 , 当 a = 0 时 的 Taylor 公式 的 特别 情形 被 称 之 
为 Maclaurin 公式 (其 实 没 有 任何 独特 之 处 )， 


fF) 一 fC0) + 和 (0) 十 … 十 全 Forkg) 十 olh"). 


概 值 . -在 初等 微分 学 中 Taylor 公式 应 用 的 一 个 重要 领 
域 是 极 大 值 和 根 小 值 理论 ， 关 然 ， 你 们 对 它 是 很 熟悉 的 

如 果 我 们 说 的 是 要 寻找 在 六 区 闻 fa ,站 上 可 微 的 函数 
y 一 Ax) 取得 其 最 大 慎 的 那些 点 的 话 , 则 此 “绝对 概 大 值 ” 
很 显然 要 人 么 在 其 区 间 的 一 个 端点 处 达到 ,， 要 么 在 全 区 人 间 的 某 
个 内 点 < 处 达到 . 在 后 一 种 情形 点 < 也 同时 是 “相对 极 太 值 
点 ” 相对 极 大 值 就 是 说 ， 对 属于 点 < 的 某 个 邻 域 的 任何 x 都 
有 ftc) 之 fz). 这 也 即 是 说 ,寻找 函数 在 已 知 区 间 上 的 绝对 
极 大 值 归结 为 寻找 其 在 该 团 区 闻 肉 的 所 有 相对 极 大 值 ， 然 后 
再 与 唤 数 在 端点 上 的 值 比 较 ， 因此， 对 此 向 题 可 以 用 微分 学 
的 方法 . 

你 们 当然 了 解 ， 使 得 可 徽 图 数 jx} 在 点 z 处 人 aa 过 + 过 
) 取得 相对 极 大 值 ( 或 极 小 值 ) 的 必要 条 件 是 等 式 

Fr}=0 (13) 

成 立 ， 这 也 即 是 说 ,解决 所 提问 题 的 第 一 步 是 要 找 册 方程 
《13) 在 [a.,8] 区 加 内 的 所 有 实 根 一 一 即 所 谓 变 量 x 的 “临界 
点 ”, 中 此 后 再 对 每 一 个 个 别 的 临界 点 进行 专门 的 研究 ， 来 确 


@ 评 者 注 ， 在 现代 文献 中 , 车 点 适合 P(c) = 0. 4a<c<5， 
则 < 称 为 临界 点 ， 函 数 在 临 办 点 所 取 之 值 f(c) 称 为 临界 值 ， 原 书 把 临 
界 点 误 写 为 临界 什 ， 我 们 作 了 改正 . 
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定 出 在 该 点 妈 是 出 现 了 极 大 值 或 是 极 小 值 ,成 者 什么 也 没有 ， 
我 们 现在 来 对 此 稍微 做 些 研究 ， 

设 = 是 晤 数 Frz) 的 临界 点 中 的 一 个 , 即 a<a < 六 且 
Ca) 一 0. 为 普遍 计 ,; 设 Fo 一 0 ( 当 1 坟 7 之 nn), 但 
Fofay 天 0 这 时 Tayior 公式 (12) 给 出 


一 全 -0] 


Fe 十 由 一 Fa) 一 由 十 ofRn)， 《1 十 ) 


很 显然 , 右边 第 二 项 是 关于 第 一 硕 的 无 穷 小 所 以 右边 的 符 
如 对 充分 小 的 1a1 (但 & 关 0) 与 其 第 一 项 的 符号 相同 ， 即 与 
7 办 积 启 f" (0) 的 符号 相同 。 如果 是 奇数 ， 则 当 五 变 号 时 及? 
要 改变 符 导 , 而 且 该 于 积 也 要 改变 符 和 写 ， 这 佬 由 4) 式 对 不 
同 符 导 的 增 量 疡 , 差 je 十 于) 一 fla) 的 符号 将 是 不 同 的 , 而 
这 显然 表明 : 当 z 一 «时 函数 (x) 不 可 能 有 极 大 值 或 者 是 极 
小 值 . 现在 设 n 是 偶数 , 因此 hr 半 0 对 任何 记 取 06 成立， 此 时 
差 fa 十 如 一 fta) 的 符号 对 任何 充分 小 的 |h1 (但 关 0) 
都 显然 她 与 量 fa) 的 符号 相同 , 而 F(a) 是 与 疡 无 关 的 . 
当 产 ”0 守 0 时 这 表明 对 和 任何 充分 小 的 | 天 | 全 天 0) 有 
za 十 人 Fa 
即 在 点 a 函数 了 (xz》 有 相对 极 小 值 ， 同样 地 我 们 可 以 证 明 当 
f(a) 0 时 函数 rr) 在 zx 二 a 时 有 相对 极 大 值 ， 这 也 就 是 
说 ， mg 了 C7) 在 < 一。 处 的 卫 数 中 第 


rr 
| 
时 和 中 申 辐 


和 


解决 了 ， 只要 基数 在 淡 点 是 充分 记 次 可 怕 上 并非 该 点 所 有 的 
导数 都 为 
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偏向 分 ”现在 我 们 该 转 到 多 元 函数 的 情形 为 简单 计 ， 
在 此 我 们 局 限于 研究 两 个 未 知 量 z 和 y 的 情形 . 
你 们 当然 知道 , 函数 f(x,y) 对 变量 z 的 篇 导数 户 (z,y) 


或 者 开 全 2) 定义 为 
fim { 守 十 Ar: 一 Cr， 1 


好 作 为 这 样 一 个 函数 对 z 的 通常 的 导数 , 该 函数 即 在 f(x,y) 
中 缘 变 量 y 以 国定 的 常 值 时 所 得 的 = 的 画 数 ,类 伏地 可 以 定 


义 艺 = 户 (z,y)， 这 些 偏 导数 中 的 每 一 个 都 和 函数 (x,y) 


一 样 ,是 两 个 自 变量 x,y 的 二 元 函数 . 为 方便 及 直观 计 , 我 们 
这 里 时 党 把“ 当 x 二 a, yy 一 8 了 时 ”的 说 法 用 “在 点 (a ,5) 处 ”这 
种 说 法 来 代替 ， 把 它 看 成 平面 Cr,y) 二 的 直角 坐标 为 zx 一 aa， 
y 一刀 的 点 . 

首先 应当 定义 已 知 话 数 = 一 了 (x,y) 在 已 知 点 (a,5) 处 的 
可 微 性 概念 ， 在 一 元 函数 的 情形 ， 导 数 的 存在 当然 等 价 于 微 
分 的 存在 ,而且 这 村 正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 铂 分 dy 对 瑞 数 
?一 Ar) 而 言 是 定义 为 增 量 Ar 的 线性 函数 ,这 个 线性 函数 
当 Az 一 和 时 与 增 量 Ay 之 差 是 一 个 高 阶 的 无 穷 小 . 

我 们 现在 来 看 对 二 元 函数 = = f(zr,y) 的 情形 , 我们 这 
里 也 维 定 称 函 数 = 的 微分 是 增 量 Az 和 和 Ay 的 这 样 的 线性 组 合 
4aAz 十 BAy 十 CC 当 Axr -> 0, Ay 一 0 时 它 与 增 嫩 Azx 相差 一 
个 高 阶 无 穷 小 。 在 一 维 的 情形 下 我 们 可 以 ( 设 产 (x) 关 0) 把 
量 Ar,Ay,dy 中 的 任 一 个 理解 为 基本 的 无 穷 小 (其 元 穷 小 的 
阶 彼此 相等 ), 在 二 维 的 情形 为 方便 起 见 (尽管 绝对 不 是 必须 
的 ) 把 量 p 一 MAx? 十 Ay 作为 基本 无 穷 小 量 , 它 表 示 “ 动 ” 
点 (rz 十 Ar,y 十 Ay) 与 < 始 " 点 (ryy) 之 间 的 上 距离 . 如 果 无 穷 
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小 Az 与 Ay 是 具有 同样 阶 的 无 穷 小 , 则 当然 地 量 2 也 具有 同 
样 的 阶 ， 这 也 即 是 说 ,表达 式 AAr 十 BAy 小 忆 是 阔 数 
z 一 Fr,y) 的 微分 dz， 如 果 当 Az 一 0, Ay 一 0 时 有 


Mz CO— AAT T+ BAYy 二 CY = olp) (15) 
中 


式 成 立 的 话 .现在 来 证 明 , 如 果 dz 存在 , 则 偏 导数 汪 及 实 也 
都 存在 ， 且 
de Or 

A 一 了 五 一 dy’ Cc 一 0， 
因此 
= 坚 Ax 十 Ay. (16) 
实际 上 , 首先 由 哨 数 < 的 连续 性 (我 们 当 热 要 假定 有 这 一 点 》} 
天 系 式 (15) 取 极 限 得 C= 0， 确 定 了 这 一 点 以 后 , 表 在 公式 
(15) 中 令 Ay 一 0 (依照 我 们 的 条 件 ,该 公式 应 当 对 任何 方式 
趋 近 于 零 的 量 Ax 及 Ay 部 战 立 )， 这 器 得 到 

(Az)ay-o 一 六 各 并 十 v(tAI), 


dz 


由 引得 . 
A = lim 2 -此 ， 
二) dT 


类 似 地 ,可 以 确定 B = 学 . 在 这 里 很 显然 地 ， 偏 导数 和 及 
的 本 身 的 存在 性 是 从 我 们 的 讨论 中 得 出 的 ， 因此， 是 微分 dz 
存在 的 推论 

迄今 为 止 的 一 切 ， 如 同 你 们 所 看 到 的 那样 ， 都 是 与 一 维 
情形 完全 类 似 地 推 得 的 

但 是 ， 与 一 维 情形 相反 的 是 ， 在 一 定点 处 偏 导数 正和 大 
的 存在 还 不 足以 保证 在 该 点 处 微分 dz 的 存在 性 . 例 恕 : 对 画 
数 
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XY 当 直 十 光 关 0 时 
t J 于 
-1 
0D, 当 了 工 一 ?一 0 时 ， 


在 (0,0) 点 处， 我们 很 显然 地 有 
(MZ) armp 一 {AAI avo 一 0，, 
人 因此 


如 果 当 一 > 一 0 时 微分 dz 存在 , 则 因此 应 有 :(16) 式 恒 等 
于 零 ， 即 我 们 据 (15) 式 应 有 4Az = 二 oCp). 但 这 是 不 对 的 ， 因为 
请 如 当 Azr = Ay 关 0 时 ,; 很 显然 地 有 
Az = V2Ar, p=NMV2Ar, Ar=p. 
但 是 我 们 指出 ， 如 时 辫 及 人 在 点 (z,y) 处 连续 , 则 在 该 
点 处 表达 式 (16) 是 销 数 z 一 f(z,») 的 微分 实际 上 ， 
Az = f(r Aryy + Ay) 一 fx,y) 
一 【FF Aryy + Ay) — flryy TT Ay)J + 
Cf ry Ay) — HT YY. 
有 边 的 第 一 个 差 由 Lagrange 定理 斌 化 为 
ArTfArT MATYy 二 By) (0 AO 1), 
而 由 函数 户 Cz,y) 在 点 (zyy) 处 的 连续 性 的 殷 设 ， 当 Ax 一 
9d; Ay 一 人 时， 党 有 
并 十 gaAry 十 ay) 一 六 (人 zy) 一 人 
则 上 述 的 第 一 个 差 与 天 (xz,y)Ar 相差 一 个 形 如 ofazr) 一 
otp) 的 量 : 
TArTyT A ry hy = fr yArtotp), 
而 从 男 一 方面 很 显然 地 , 依 偏 导数 的 定义 本 身 则 有 
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(zy tt My} Oo— Fryy) fry) Ay olAy) 
一 产 (ry3y)ay + 008), 
所 以 
Az 一 六 (73y)ar 十 六 (ray 十 ofp)， 

这 就 是 所 变 证 明 的 .我们 的 推理 还 表明 ， 只 要 在 点 (xz,y) 处 
两 个 偏 导数 之 一 是 连续 的 就 足够 了 . 

无 论 如 何 ， 一般 情 况 下 即 令 偏 导数 存在 ， 微 分 也 有 可 能 
不 存在 . 因此 在 定 交 二 元 函数 可 微 性 时 我 们 就 面临 着 选择 :是 
以 俩 导数 存在 为 基础 还 是 以 微分 存在 为 基础 来 定 尺 可 微 性 ? 
通常 我 们 称 落 数 在 一 定点 处 是 可 届 的 ， 如 果 它 在 该 点 有 微分 
存在 的 话 . 这 个 关于 函数 的 可 微 性 的 定义 ， 要 求 得 比 含 导数 
的 存在 更 多 ~- 些 ， 这 是 很 方便 的 ， 因 为 理论 的 进一步 发 展 证 
明 ， 只 有 具有 微分 的 函数 才 会 在 其 性 质 上 显现 出 与 单 变量 可 
微 师 数 比 较 完 全 相位 的 性 质 ， 

要 得 到 偏 导数 乍 ， 我 们 只 给 一 个 变量 z 以 增 量 而 令 y 不 
变 ， 几何 上 我 们 说 让 点 PCz,y) 平行 于 Oz 轴 移 动 到 点 Pikz 


+ Ar,y)《 图 23)， 偏 导数 经 定义 为 比值 


PP 


Pol zr yr Ay) OC Ar, yt hy 
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当 P 一 PP 时 的 极限 、 此 处 PP; = Ax 是 点 与 PP; 之 朵 的 距 
离 ，FKP) = f(x,y) 7CP 二 f(x 十 Ar,y}， 类 似 地 有 
jm ftP) 一 AP) 
dy PP PP, 
其 中 卫 , 是 坐标 为 (zy 十 Am 的 点 , 它 沿 平 行 于 Oy 轴 方 向 无 
眼 趋 近 于 P. 这 也 即 是 说 , 靖 数 z 在 点 PP 的 空 是 它 “ 泊 D 〇 zx 方 


向 ”的 导数 ， 而 守则 是 它 “ 沿 0y 方向 ”的 导数 .但 是 ,显然 
地 , 我们 可 用 完全 类 似 的 方法 来 定义 孙 数 z 二 f(r,y) 党 着 与 
Oz 轴 梅 成 任意 倾角 wp 的 另外 的 方向 的 偏 导 数 , 为 此 只 需 这 样 
放置 点 卫 和 点 @@， 使 得 由 PP 到 Q@ 的 矢量 忆 忆 与 方向 Oz 构成 
丑角 ww， 然后 再 让 点 久 没 此 矢量 趋 近 于 P.， 如 果 量 

| -FrCP 

tn LOA ) 
存在 ， 自 然 地 可 称 之 为 函数 < 沿 着 由 倾角 为 来 决定 的 方向 
上 的 导数 . 很 显 热 地 , 给 定 这 个 方向 完全 等 价 于 在 增 量 Ax 和 
Ay 同时 趋 近 于 零 时 ， 给 它们 一 个 确定 的 线性 关系 (Ay = 
tan PAX. 

例如 可 以 约定 用 D(z) 来 表示 函数 x 沿 着 与 Ox 加 构成 

P? 角 的 方向 上 的 导数 这样， 


此 ok 
天 hy = Ds (x). 


a 在 点 Cz,y) 处 可 微 的 晒 数 < = f(r,Yy) 


一 一 Dotz) 由 


要 虽 和 和 


Dts) = Ycos 多 十 ET a 
实际 上 , 因为 当 点 4z,?) 沿 方向 ”移动 距离 p 时 , 在 
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小 dr 
一 元 7 十 oy 十 otp), 


Ax 一 Ecos Pp, AYO—= psin ¥, 


> = eos 有 十 Fsin 二 ot12; 


lim 人 一 Dtz) 一 Ecos Pw 十 空 sin Ps 


coy 
此 即 是 所 要 证 明 的 ， 
稀 嘻 数 ， ” 偏 微分 理论 进一步 的 发 展 与 完善 ， 与 一 维 情 
形 的 微分 学 相当 全 面 地 祠 似 ， 因 此 我 们 不 青 浪 费时 间 去 讨论 
它 . 然而 我 们 还 要 在 一 个 一 维 情况 的 重要 问题 上 再 停留 一 下 ， 
因为 需要 用 偏 微 分 才能 解决 这 个 问题 。 这 里 首先 要 说 的 是 
“ 隐 函 数 ” 的 存在 性 及 微分 的 定理 〈 隐 函数 这 个 通用 的 术语 无 
疑 地 是 不 确切 的 ， 正 确 的 说 法 应 是 “未 用 显 式 给 出 的 ”或 者 
“未 显示 定义 的 ”函数 ， 因 为 所 说 的 不 是 一 个 特别 的 函数 类 ， 
证 只 是 给 出 画 数 的 特别 的 方式 ). 
你 们 当然 多 次 听 到 过 ， 一 个 方程 
下 (Try3) = 0, - 《1 了 7 
定义 了 量 y 作为 量 > 的 “ 隐 ” 函数 . 这 句 话 的 意思 是 说 ， 有 这 
样 的 函数 y = f(z) 存在 , 使 得 
RCTJ 一 日 £18) 
成 为 全 等 式 ， 台 无 疑问 ， 保 证 这 种 冰 数 存在 的 条 件 ， 这 种 函 
数 的 性 质 ， 以 及 使 得 (18) 式 成 立 的 x 值 的 范围 都 应 当 专 门 研 
究 ， 我 们 在 这 里 证 明 的 只 是 这 方面 的 一 个 基本 的 定理 ， 至 于 
“ 隐 ” 函 数理 论 中 以 此 为 基础 的 进一步 的 发 展 , 你 们 可 以 在 任 
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何 完整 的 数学 分 析 教 程 中 找到 ， 它 已 经 没有 原则 上 的 新 鲜 东 
西 了 . 
， 定理 设 廿 元 (zy): 
《全 十 月) 1) 在 点 (xo，wo) 的 某 个 
邻 域 U 中 连续 ,而 且 在 此 人 银 域 
中 有 连续 的 偏 导 数 本 (ri 
27 F(xor yn) 0; 
3) F(xo, yo)=0. 
这 时 必定 疗 在 唯一 的 三 雪 
3 一 Cr 定义 于 ro 的 某 个 人 都 
域 中 ,在 此 邻 域 中 y= 了 (If) 壬 
续 ,， yw 一 (xo) 而且 适 会 (18) 
RR,: 


# (troveotpy a 


Flix tx) =—0. 
"9 和 如果 Ftx,y) 在 U 中 可 
而 (0 一 有 在 徽 ， 则 y 一 (rr) 在 Tn 附近 出 ,可 
7 (一 FCT) 
证 明 ， 我 们 不 妨 假 设 FF (zo,yo)>>0. 由 于 下 已 假设 是 
连续 的 , 所 以 在 (zo,yo) 的 某 个 禽 于 UU 中 的 邻 域 lz 一 xo| 志 


D 译 者 注 ， 原 书 这 个 定理 的 表述 不 妥 ， 主 要 是 原 书 只 假设 
Fytz0+y0) 在 在 ,这样 是 得 不 出 下 面 的 结论 的 . 现在 改 成 Fr 在 中 连 
续 ,， 结论 中 原 书 没有 说 y= rz) 是 唯一 的 ， 现 在 可 以 证 明 隐 冰 数 的 唯 
一 性 ,这样 的 表述 与 大 多 数 数 学 分 析 教 程 一 致 .为 什么 原 书 表述 不 受 ， 
见 千 面 一 个 译 者 注 . 
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ge, ly 一 yo| 之 8 中 也 有 (zyy) 之 0， 这样 Fir,y) 当 
lz 一 zol<a |y 一 yl 之 BB 时 对 yy 是 增加 的 所 以 当 
lz 一 zol 之 a 时 对 充分 小 的 7, 0 之 7 之 8,， 有 
Flryott 0, Flr,y oO— ?7) 0. 
由 于 Ftx,y) 对 yy 是 增加 的 ， 所 以 一 定 可 以 找到 唯一 的 一 个 y 
值 , 使 
Fryy) = 0. 
这 个 y 值 与 x 有关. 所 以 可 以 写成 y = fir)， 这 是 一 个 + 的 
国 数 ,， 它 定 尽 于 jz 一 xo| 之 4 中， 而 上 和 式 就 可 以 写成 
(zz = 0. 

因为 适合 此 式 的 y 只 有 一 个 , 所 以 这 样 的 y 一 f(x) 是 唯一 
的 中 定理 的 前 一 部 分 证 完 . 我 们 还 需 证 明 r(x) 存在 , 并 且 
拷 出 这 个 导数 值 ， 这 里 zx， 是 4zro 一 ax 十 上 中 的 任意 点 . 

取 充 分 小 的 Ar, 使 zx 十 Az 仍 在 上 述 区 则 中 记 一 
fiz By= fn hr — fr fFr Ar)= fir) 
Ay 一 为 十 Ay. 由 (18) 式 


中 译 者 注 ， 原 书 因为 未 假设 所 (zy) 在 U 中 连续 , 所 以 得 不 到 
Fizsyl 对 yy 的 单调 性 , 而 不 能 证 明和 共有 唯一 的 f(x) 适合 (18) 式 , 诛 
书 说 ， 同 第 三 讲 的 定理 3(64 页 可 以 找到 y (|y| 二 疝 使 得 FCr,y) 一 
0, 原 书 接着 说 :“ 这 个 y 值 ( 如 果 有 上 几 个 的话, 则 说 某 … 个 这 样 的 y 
值 ) 与 x 有 关 ，, 我 们 就 以 Fr) 来 表示 它 , ”实际 上 ,如 果 有 几 个 不 同 的 
> 值 , 用 哪 一 个 y 值 与 > 对 应 来 作出 y= fz) 网 ?如 果 作 出 了 几 个 
fx)， 怎样 保证 (x) 连续 甚至 可 微 呢 ? 这 是 很 网 办 的 事 . 读者 可 能 以 
为 这 时 fCz}) 是 “多 值 函数 " 但 是 ， 从 函数 定义 来 看 , 对 一 个 x 只 能 有 
一 个 y, 所 以 不 能 说 多 值 酒 数 . 多 值 冰 数 只 是 几 个 函数 合 起 来 “方便 的 
说 法 ”. 这 种 “方便 的 说 法 "会 引起 不 少 误会 . 本 书 的 目的 之 一 正 是 要 消 
除 这 些 误会 ， 
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Firi—Aryit hy = F(t AT TTAT)) = 0., 
由 于 正在 U 中 可 微 ， . 
0 —=AF—=F(rt Ar; yA) —F (ry) 
=Fi(r. ,yAr+t Fr yAy+o(p), 
其 中 . 
p—~vVAr+Ay EIAr|+ |Ay|. 
由 此 得 
Friisnm Ar Fry) Ay—A|Ar|+ iAy|). 
而 当 p->0 时, 4->0, 换 育 之 ， 
[szriyy 士 和 十 FFCTriryi) 士 站 名 y 一 0， 
因为 由 假设 瑟 tx?>20， 对 于 充分 小 的 <c 和 入 即 对 充分 小 
的 Ax,Ay 和 p}) 我 们 有 


[al st 中 Fylx 1) 土 A2 六 (zm 9 31 


因而 
ay FiCriy) + 
AT FCriry) tA 
《上 式 的 分 母 不 为 0, 这样 才能 算得 出 如上). 令 Ar 一 0,Ay 
一 0, 因 此 o 一 0, 故 而 人 >0, 即 是 说 


Fr) LA 52) 


Fri y1) 
由 xz 的 任意 性 即 得 定理 之 证 . 
现在 把 所得 到 的 隐 末 数 的 微分 法 则 用 于 最 简单 的 所 谓 
“条 件 极 值 ” 问题 ， 这 个 问题 在 多 变量 情形 的 推广 正 是 重要 且 
有 趣 的 条 件 极 值 理论， 遗 晨 的 是 我 们 在 这 里 不 让 能 再 充分 展 
开 讨 论 . 
我 们 现在 来 研究 在 某 个 区 域内 的 可 徽 函 数 R(z,y) 且 将 
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把 量 z 视 为 自 变量 而 把 y 视 为 + 的 函数 , 这 个 函数 是 由 关系 式 
名 (zy 一 0 《19) 
在 某 个 区 闻 [a,5j] 上 定义 的 , 这 里 更 (zy) 也 可 短 . 这 也 即 是 
说 ，FtXx,y) 实际 二 是 出 上 述 复 杂 的 方式 给 十 的 一 个 自 变量 
I 的 晤 数 ; 不 论 是 在 数学 分 析 中 , 还 是 在 应 用 中 , 经 常 要 研究 
以 这 种 复 涤 方式 给 定 的 是 数 .现在 来 求 区 加 [4 ,8 上 定义 的 
函数 的 极 值 ， 
按照 一 般 理 论 ,这 些 极 值 (相对 极 太 值 和 相对 极 小 值 ) 应 
当 使 F(x,y) 这 个 苹 数 的 导数 变 为 零 ， 这 也 即 是 说 ,我 们 应 
当 使 已 知 画 数 z = 二 F(x,y) 对 工 的 导数 为 堆 , 这 时 当然 要 把 y 
视 为 由 (19) 式 所 定义 的 z 的 画 数 ， 即 应 该 令 国 数 = 对 工 的 所 
请“ 全 ”导数 为 零 ; 
秆 = 站 十 贡生 一 0 C20) 
在 此 方程 中 2 及 都 是 x 和 > 的 函数 . 为 确定 息 , 我 们 
当然 应 当 应 用 隐 和 函数 的 微分 法 则 . 定义 函数 y 的 关系 式 (19) 
给 出 


此 方程 连同 方程 (19) 一 起 使 得 能 确定 所 有 “临界 的 ” 数 对 
(zy), 即 任何 使 把 = 0 的 点 ， 进 一 步 的 研究 我 们 在 这 里 就 
不 能 再 讲 了 . 
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积 分 


本 | 言 积分 的 定义 一 -可 积 性 条 件 . -几何 应 用 与 
移 理应 用 的 格式 -与 微分 学 的 关系 . -中 值 定理 , 一 广 
义 积分 . 一 二 重 积分 一 二 重 积分 的 计算 . 积分 的 一 般 
思想 . / 


引言 . 积分 学 最 初 是 与 微分 学 无 关 地 独立 发 展 的 . 只 是 
到 了 17 世纪 末 , 当 这 两 个 分 支 都 已 取得 了 相当 的 进展 并 且 学 
会 解决 一 一 各 自 以 自己 独特 的 方式 一 -大量 的 几何 和 力学 的 
问题 时 ， 才 完整 地 揭示 了 它们 之 间 存 在 着 的 深刻 的 关联 ， 它 
们 的 基本 课题 是 无 穷 小 分 析 的 两 个 互 逆 的 问题 . 积分 与 微分 
相互 之 间 的 关系 如 同 加 法 和 减法 一 样 . 

这 个 历史 的 时 刻 通 常 被 当 作 是 当今 称 为 数学 分 析 的 这 门 
学 癌 诈 生 的 日 子 ， 实 际 上 ， 也 正 是 从 这 个 时 候 起 ， 它 们 之 间 
有 牢 不 可 破 的 原则 性 的 联系 这 一 思想 成 了 推动 不 仅 是 微分 
学 ， 而 且 也 是 积分 学 的 主要 杠杆 .两 个 分 支 都 得 到 了 飞速 的 
发 展 、 特 别 是 积分 学 从 此 有 可 能 从 个 别 的 分 散 的 问题 的 解法 
转向 创立 充分 强大 的 一 般 方法 . 
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把 数学 分 析 的 两 个 基本 分 支 互 相 联系 起 来 的 历史 经 历 是 
很 独特 的 ， 这 一 点 在 当今 数学 分 析 教 科 书 中 还 有 肥 蜡 ， 即 对 
它们 的 系统 阐述 有 丙种 不 同 的 讲法 ， 有 一 些 必 者 为 了 有 逻辑 完 
整 性 , 把 滑 数 的 积分 定义 为 微分 的 逆 运 算 , 另 一 些 人 则 相反 ， 
在 回 蜂 了 熟知 的 历史 发 展 后 先 认定 两 种 运算 是 彼此 无 关 的 ， 
只 是 后 来 才 建立 了 它们 之 间 的 相互 关系 .当然 , 从 形式 上 讲 ， 
训 无 疑问 我 们 可 以 选择 两 条 道路 中 的 一 条 ,但 从 实质 上 讲 ,看 
来 很 难 , 甚至 不 可 能 断定 这 两 条 途径 中 , 于 一 个 优 于 另 一 个 . 
问题 在 于 ， 许 多 地 方 ， 实 质 上 是 几乎 所 有 一 切 ， 都 取决 于 学 
生 的 寅 要 和 兴趣 ， 谁 对 数学 逻辑 上 、 思 想 上 的 兴趣 高 于 应 用 
各 实际 的 兴趣 ， 谁 就 可 能 崇 成 把 积分 学 作为 定 分 学 的 道 运算 
来 叶 人 ， 因 为 他 上 自己 可 能 按 数学 家 的 习惯 ， 在 研究 了 微分 之 
后 就 去 考虑 它 的 逆 运 算是 什么 样 的 ， 反之 ， 对 庶 用 方向 感 兴 
趣 的 学 生 则 可 能 舍 径 这 条 路 径 ， 当 他 还 没有 看 到 逆 运 算 对 哪 
些 具体 阅 题 有 益 时 ， 对 递 运 算 的 研究 自然 地 对 他 而 言 是 意思 
不 大 的 . 

积分 的 省 艾 ， 积分 概念 的 产生 和 它 的 价值 得 到 逐步 确 
定 ， 是 由 于 有 一 系列 几何 和 力学 问题 ， 其 中 必须 对 函数 进行 
茶 种 解 栅 运算， 而 这 种 运算 的 上 内容 又 都 是 某 种 完全 确定 类 型 
的 极限 过 程 . 这 类 运算 的 性 质 你 们 当然 是 热 悉 的 ， 设 在 区 间 
[a35] 上 给 定 某 个 函数 f(z}， 我 们 将 此 区 疗 分 成 部 分 ,并 
且 以 

二 Tb 

来 表示 分 点 . 在 每 一 个 区 间 [zi-iz] (全 二 1,2,…:z) 中 任 
取 一 点 名 ,将 函数 在 点 总 的 值 乘 以 相应 区 间 的 长 度 一 
il? 再 作出 所 有 这 些 莉 积 的 和 ， 
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SFE) (rs — Ei) (1) 
上 二 1 


现在 我 们 设想 , 我 们 已 经 有 了 区 间 [a,5] 的 所 有 的 类 似 的 分 
划 , 并 且 已 用 任何 可 能 的 方式 来 选择 点 总 ( 同 时 数 区 性 
分 割 成 的 子 区 间 数 一 一 也 可 以 是 任意 的 ), 也 即 得 到 了 所 有 可 
能 的 和 (1). 我 们 以 i 来 表示 在 已 知 分 划 中 最 大 的 子 区 间 
[zy 可 的 长 度 . 如 果 存 在 这 样 一 个 数 1， 使 得 和 (1) 当 i 一 0 
时 总 趋 近 于 了 ， 而 无 论 采 用 的 分 划 怎 样 以 及 点 总 的 选择 您 
样 , 则 此 数 了 就 称 为 图 数 上 产 关 在 区 间 fa:0 上 的 积分 并 表 之 氛 


[ ferydx. 


准确 一 点 的 表述 是 ; 数 了 称 为 函数 f(x) 在 区 僻 [a,5] 上 
的 积分 如 果 对 无 论 怎样 小 的 e(> 0), 都 可 以 找到 另 一 个 这 
样 的 正 数 8, 使 得 对 满足 条 件 < 8 的 区 间 [a ,村 的 任何 分 划 
以 及 对 任意 选择 的 点 6, 都 有 


下 一 Geoczr 一 xD 二 < 
=1 


无 论 如 何 ， 我 们 看 到 这 里 谈 的 是 一 个 独特 的 且 是 十 分 复杂 的 
极 艰 过 程 ， 这 个 极限 过 程 很 难于 描绘 为 古 对 哪 一 个 日 变量 取 
的 极限 如同 我 们 通常 所 做 的 那样 ); 可 以 把 : 认 做 这 种 变量 
(并 以 符号 i 一 0 来 刻画 这 个 过 程 ), 但 在 此 不 能 不 看 到 : 我 们 
对 之 取 和 极限 的 和 (1) 并 不 是 量 i 的 单 值 销 数 ,因为 显然 有 无 穷 
多 种 不 同 的 分 划 都 相应 于 同样 的 7 值 , 而 对 于 选 定 的 分 划 , 还 
可 有 无 穷 多 种 办 法 来 选择 点， 为 使 极限 了 工 和 在 , 需要 和 (1) 的 
值 的 整个 集合 对 于 充分 小 的 : 都 同样 尾 意 地 接近 于 了 . 

作为 积分 基础 的 过 程 中 的 这 种 复杂 性 带 来 了 某 种 不 便 ， 
因而 在 一 般 的 理论 体系 中 以 及 在 具体 的 应 用 中 ， 上 述 定义 所 
要 求 的 极限 了 应 与 分 划 的 性 质 和 点 & 的 选择 之 间 无 关 , 虽然 
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可 以 得 到 严格 的 证 明 ， 但 因 其 形式 上 的 繁 宛 ， 讨 论 起 来 时 常 
十 分 麻烦 .这 就 是 为 什么 在 许多 现代 的 表述 中 都 困 用 多 少 有 
些 变 化 的 途径 来 定义 积分 ， 而 在 开始 的 时 候 什 么 样 的 极限 过 
程 静 加 以 避免 ， 我 们 现在 来 闭 述 这 个 新 定义 (当然 ， 它 与 前 
述 定 闵 是 等 价 的 ) 

设 f(x) 是 区 辕 [a ,8] 上 的 任意 的 有 界 函 数 , 我们 分别 以 
M 和 mn 来 表示 其 上 .下 确 界 . 对 于 区 间 [a ,5 的 任意 分 划 工 我 
们 以 Mi 和 ms 来 表示 函数 F(z) 在 区 间 [z yz 上 的 相应 的 
土 \, 下 确 界 ,月 令 坟 ;一 Ti 二 态 (] 寺 丰 太 n)， 其 次 , 语 今 


Sr 一 > Ma, + > md 
点 一 了 上 一 】 


这 也 即 基 说 , 每 一 个 分 划 了 都 对 应 着 确定 的 “上 ”和 和 Sz 和 确 
是 的 “下 ”和 sr 这 里 显然 有 严 委 本 雪 R 乓 虹 ( 扫 下 委 间 ， 
因此 对 任意 的 分 划 人 都 有 四 一 上 和 条 扫 57 扫 时 全 一 a). 
这 也 即 是 说 以 这 样 的 方式 取 的 上 和 Sz 以 及 这 样 的 下 和 sr 的 
值 的 集合 都 是 有 界 集合 . 

人 Jr 的 集合 之 了 确 加 我 们 称 之 为 郴 数 fx) 在 


和 
和 了 芷 和 呈 


应 


了 一 pee 
类 伏地 我 们 称 所 有 下 和 sr 的 上 确 界 为 函数 f(x) 在 区 闻 


上 


[La， 5] 上 的 (或 者 说 成 是 从 a 到 5 范围 内 的 ) 下 积分 ， 并 表 之 以 
了 一 fea 


这 也 即 是 说 ， 人 和 任何 已 知 区 间 上 的 有 界 函 数 都 有 上 、 下 积 
分 、 这 两 个 积分 都 是 某 个 集合 的 确 界 ， 你 们 看 到 ， 其 定义 中 
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不 需要 任何 极限 过 程 . 
如 果 苑 数 f(x) 在 区 他 [a ,bj 上 的 上 、 0 


学 首 和 时 哇 和 和 


学 有 


1 = psi, 
此 时 函数 Fr 称 为 在 区 间 [a,5] 上 是 可 积 的 ， 


为 要 从 这 个 定义 中 得 到 我 们 需要 的 推论 ， 我 们 需要 一 些 
完全 初等 的 辅助 命题 ， 我 们 规定 说 区 间 [e ,六 的 分 划 TT 是 分 
划 工 的 一 个 加 细 ， 如 果 分 划 了 了 的 所 有 分 点 都 同时 也 是 分 划 
TT" 的 分 点 (但 一 般 说 来 包含 有 中 所 没有 的 新 的 分 点 ). 

引 理 I. 如 时 了 "是 分 划 字 的 一 本 加 细 ， 则 

ST' TS 

实际 上 ， 当 把 分 划 工 变 成 分 划 T' 时 , T 中 的 小 区 间 

[xivzt] 也 进一步 被 划分 成 小 区 间 ， 故 和 Sz 的 每 一 项 Ma 


Sa a, ， 
其 中 44 都 是 这 些小 区 则 的 长 度 , 而 M; 则 是 六 数 
Fr) 在 区 则 进一步 分 划 成 的 小 区 间 上 的 上 确 界 ， 因 为 显然 
有 MM 所 ML 扫 rS 和 5， 所 以 

SM, A 去 MDa, = NMA, 


即 用 以 代替 Ma 的 一 组 项 之 和 不 超过 MA 而 因为 这 对 任 
何 上 都 是 成 立 的 ， 所 以 Sr, 所 Sr+， 完 全 相仿 地 可 以 证 明 第 二 
个 不 等 式 ， 

引 理 IT. 对 区 间 [a,5] 的 任何 分 划 T 和 T,， 都 有 
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DT 7, 

实际 上 ， 把 两 个 分 划 芽 , 和 Ts 的 所 有 分 点 合 起 来 得 到 了 
第 三 分 划 工 , 很 显然 , 它 是 分 划 工 , 与 了 中 的 每 一 个 的 加 细 . 
但 对 这 样 的 分 划 信 ， 很 显然 地 有 ST 闵 st， 因此 由 引 理 1 得 

Sr, 2 Sr 7 S37 + 

此 即 为 适 轰 证 上 朋 的 . 

引 理 工 的 直接 推论 是 

引 理 了. 对 任何 有 界 函 教之 工 

实际 上 , 因 次 任何 一 个 下 和 sr 都 不 起 这 任何 上 和 和 ST, 全 
此 所 有 下 和 sr 的 集合 之 上 确 界 I 不 得 超过 所 有 上 和 Sr 的 集 
全 欧 下 确 界 了 

现在 令 六 表示 由 分 划 了 把 区 间 Ta,#] 分 割 而 成 的 小 区 
间 的 最 大 长 度 . 

引 理 W. 车 对 任何 e >> 0 都 存在 着 这 祥 一 个 4> 0, 使 
得 对 性 何 分 划 , 当红 < 过 和 A 时 ,我 们 就 有 Sr 之 了 十 esr 计 I 一 &. 

这 个 命题 有 时 简单 地 表述 成 ， 当 ir—-0 时 STr— 了 ， 号 
I. 只 要 不 把 sr 和 sr 理解 为 4 的 单 值 函 数 ,， 这 种 措 词 就 不 致 
招致 误解 . 

证 阴 . 不 影响 讨论 的 一 般 性 ， 我 们 可 以 想 定 当 a 扫 了 
所 5 时 f(x) 守 0 (我 们 总 可 以 对 了 Cz) 加 上 一 个 充分 大 的 数 A4 
而 达 此 目的 ,同时 所 有 的 积分 及 和 和 都 增加 A405 一 a)}. 六 照 


下 确 界 的 定义 存在 着 分 划 T。 使 得 S7, < 了 十 允 . 以 mvzs， 
…zs-: 表示 区 间 [a,b] 在 此 分 划 下 的 内 分 点 0, 并 设 村 是 函 


全 译 者 注 . 我 们 总 是 把 区 间 [a,8 的 端点 也 算 成 分 点 , 即 边 界 分 
点 就 是 说 ， 我 们 总 令 a 一 zz 一 所 
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数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 上 确 界 . 最 后 , 设 一 Wy 而 分 
划 了 是 区 闻 [a, 的 任意 一 个 适合 ir 之 4 的 分 划 . 我 们 来 证 
月 Sr < I 十 E, 

为 此 目的 我 们 把 分 划 了 所 分 割 成 的 子 区 间 分 成 两 组 : 第 
一 组 是 可 以 整个 地 放 在 区 间 [z4 一 0rze 十 四 (1< 生 和 站 之 
中 的 那些 子 区 间 , 而 把 其 余 的 子 区 间 放 人 第 二 组 (加 25). 相 
应 于 此 , 和 Sz 也 分 成 了 和 84 及 32， 在 和 3+ 中 的 所 有 项 的 
第 一 个 因子 都 不 超过 M， 同 时 每 一 项 的 第 二 个 因子 即 区 间 长 
度 的 和 不 超过 2n4 一 87; 因此 


I EE _E 
5 和 时 一 
了 从 男 一 方面 看 ， 和 $3 中 对 应 于 分 刘 械 的 包含 于 区间 


[ri1;Xi] 内 的 部 分 [图 25)， 如 果 省 于 [zi_1;xi] 内 有 几 个 这 


i 11 1 1 I 


a Ya 四 站 


了 ww- 1 rN x rw - th 
图 25 


样 的 区 闻 , 每 一 个 小 区 间 相 皮 于 54 之 一 项 , 其 第 一 个 因子 不 
大 于 AM， 而 这 样 几 项 的 第 二 个 因子 的 和 不 大 于 Th 1 一 
4， 因此 SF 之 相应 于 会 于 [ze ,ze 的 几 个 小 区 闻 的 这 邢 项 
加 起 来 不 大 于 MiALs 而 把 相应 于 [xm ;Tl |] [zx + | | [zw _i 9 
zj 的 这 些 项 吉 起 来， 邵 有 

3 EO Md 一 Sr， 


是 一 ] 


这 也 中 是 说 . 
Sr=S+ +S4ESt+Sr < 2 +I+ =7+e, 
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这 即 是 我 们 想 要 证 明 的 . 

完全 类 似 地 可 以 证 明 命 题 中 第 二 个 不 等 式 . 

定理 . 设 函 数 f(z) 在 区 间 [aiB1 上 可 积 , 则 此 时 对 无 
论 怎样 小 的 上 > 0， 都 存在 着 这 样 一 个 正 数 4, 使 得 对 生意 的 
满 是 [Ir 之 4 的 分 划 T, 不论 怎样 选取 后 (mi 二 扣 委 工 D) 
(1 所 正之)， 我 们 都 有 


DA 一 了 | 一 < 


其 中 ,了 二 | 7reopar 
实际 上 ， 很 显然 地 ， 因 为 不 论 在 相应 的 子 区 间 中 怎样 选 
取 总 、 都 有 
mM 
所 以 


fT 和 V1 feé a < Sr 
但 从 另 一 方面 ,由 引 理 W 对 相应 充分 小 的 ir 的 任意 分 划 有 
一 上 一 了 一 上 < 飞 果 和 37 二 十 < 一 了 十 二 
把 这 些 不 等 式 与 前 面相 比较 , 我 们 得 到 ; 对 相应 充分 小 的 iz 
的 任意 分 划 ， 
Te of) <I+e, 

这 如 是 所 要 证 暴 的 . 

容易 看 出 ， 道 定理 也 成 立 ， 实 际 上 ， 如 果 对 于 充分 小 的 
ir 的 任意 分 划 以 及 对 任意 选择 的 点 名 ， 和 DI fCENA 可 任意 
接近 于 了 , 则 Sy 对 这 样 充分 小 的 也 将 小 于 了 十 si; 另 一 方 
面 , 总 有 Sr 闻 了 ,由 此 得 了 < 证 E， 这 就 表明 了 过 7 了 7 了， 因为 
是 任意 小 ; 类 似 邮 可 得 1 守卫 ,因此 有 也 1， 由 直 依 引 理 下， 
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7 二 了 二 了 了, 即 函 数 (x) 在 区 间 [e, 妇 上 可 积 . 

这 也 即 是 说 ， 我 们 这 里 给 出 的 积分 的 新 定义 完全 等 价 于 
原来 的 定义 . 

注 、 从 引 理 W ， 很 明显 地 可 以 推 得 ; 如 果 我 们 以 w = 
hf, 一 ms 来 表示 函数 f(z) 在 区 间 [z,-,,z] 上 的 振幅 ， 则 要 
想 使 函数 /(x) 在 区 间 [e,5] 上 可 积 , 必须 而 且 只 需 和 


首 和 在 和 利 各 唱 


DD 一 Sr 一 sr (2) 
是 对 ir 充分 小 的 任意 分 划 了 T， 可 以 任意 小 . 


可 积 性 条 件 ， 在 上 面 最 后 的 注 记 中 给 出 的 可 积 性 的 必要 
充分 条 任用 超 来 还 是 不 太 方便 ， 因 为 多 数 情 况 下 对 于 具体 给 
出 的 函数 不 容易 直接 判断 和 (2) 的 性 态 . 但 是 , 借助 这 个 准则 
很 容易 建立 对 于 多 少 相 当 广泛 的 函数 类 的 可 积 性 的 一 般 条 
件 . 

我 们 现在 澡 这 条 道路 走 下 去 . 

我 们 首先 来 证 明 * 任何 在 闭 区 癌 [4, 5] 上 办 续 的 对 数 在 


67 和 对 全 一 个 正 数 。 都 可 以 换 到 这 样 一 个 正 数 4, 使 得 遇 
数 f(z) 在 长 度 小 于 4 的 任意 区 间 上 的 振幅 玫 小 于 e. 但 此 时 
对 任何 二 之 4 的 任意 分 划 工 , 和 (2) 中 的 所 有 的 ww 都 将 小 于 
e,， 因此 


Dot < Da = ep — a), 
有 朗 和 (2) 当 ir 充分 小 时 可 以 任意 小 ， 正如 我 们 了 解 的 ， 由 此 
可 推 得 函数 fx) 在 区 间 [a ,58] 上 的 可 积 性 . 


间断 函数 是 否 可 积 ? 容易 从 例子 中 看 出 是 可 能 的 ， 其 至 
容易 在 这 方面 找到 一 些 一 般 的 规律 性 . 例如 , 我 们 来 证 明 ; 在 
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区 | 司 [a36] 由 只 有 一 个 间断 点 c 的 有 界 函 数 f(x) 在 此 区 间 上 


和 


可 积 ( 无 论 间断 点 的 性 质 怎 样 ). 
为 此 我 们 以 来 表示 阔 数 |JCzr) 1 在 区 闻 [a, 旭 上 的 上 确 


-加 ,并 选取 任意 的 正 数 * 在 区 同 [a,c 一 站] 及 [十 起 6] 上 
函数 f(z) 连续， 因此 我 们 可 以 再 找 这 样 一 个 正 数 4, 使 得 函 
救 f(r) 在 任何 长 度 小 于 14， 而 且 整 个 落 在 Ha,c 一 六 内 ,或 


者 [c 十 25 0] 内 的 区 间 上 , 振幅 都 小 于 e. 现在 令 T 仍 是 使 得 
lr 的 区 间 [a， 5] 的 任意 分 划 ， 在 区 癌 氮 中 一 般 说 来 可 能 
有 一 些 整个 地 落 在 上 面 提 到 的 两 茶 区 同 之 一 ， 而 也 可 能 有 一 

些 , 至 少 是 部 分 地 落 信 区间 [c 一 35 十 ?5 (图 26)， 对 于 第 
一 类 型 的 区 间 A, 和 (2) 中 的 振幅 名 小 于 因此 相应 于 第 一 


个 26 


类 型 的 区 间 ， 和 (2) 中 的 部 分 小 于 se 一 ea). 对 第 二 类 型 的 区 
间 , 关于 f(x) 的 振 旺 ms, 我们 只 能 断定 其 不 大 于 2m. 但 因为 


所 有 第 二 类 型 的 区 间 整 个 地 属于 区 间 -< 一 六 一 2c 十 了 5 十 
J， 所 以 其 长 度 的 和 不 超过 十 纪 ， 因 而 和 (2) 中 与 之 相应 


的 部 分 不 大 于 2 十 2 和 ) 二 2e 十 4Mr， 把 它 局 我 们 上 面 得 
到 的 和 (2) 的 第 一 部 分 的 估计 式 合 并 , 我 们 就 得 到 , 当 i < 


时 有 
as < eth — a) + 2e + ap. 
一 了 


四 为 e 和 4% 都 是 可 以 任意 小 的 , 所 以 此 即 确 定 了 函数 六 zy 在 
区 间 [a,8] 土 的 可 积 性 ， 

我 们 有 意 如 此 详细 地 进行 了 这 个 并 不 复杂 的 讨论 ， 这 里 
重要 的 是 要 找 出 证 有 明 的 苛 本 思想 :和 (C2) 之 所 以 变 得 很 小 是 因 
为 :1) 在 函数 连续 的 区 域 上 第 一 个 因子 wm 是 很 小 的 〈 一 致 连 
续 性 1) 以 及 2) 包含 间断 点 的 区 间 ， 使 第 二 个 因子 的 和 也 很 
小 ， 由 未 得 知 ，(2) 的 两 个 部 分 都 很 小 ， 从 而 整个 和 也 很 小 . 
现在 容易 明白 (当然 也 可 严格 证 明 ), 函数 了 (zx) 在 区 间 fa ,5] 
上 即使 有 任意 有 限 多 个 间断 点 也 不 会 改变 其 可 积 性 ， 趴 要 它 
仍 是 有 和 异 的 .相反 地 ， 要 是 间断 点 占 撒 区 闻 [a ,81 的 部 分 过 
大 ， 则 函数 就 有 可 能 不 可 积 . 例如， Dirichlet 函数 《第 三 讲 ， 
第 53 页 ) 在 每 一 点 处 间断 , 它 就 在 任何 区 间 上 也 不 可 积 ， 实 
际 上 ,在 任何 区 间 A 上 ,对 该 函数 而 言 内 王 1, 因此 对 区 闸 
[a ;i 的 任何 分 划 恒 有 

Dy ud, = DE 二 

我 们 所 讨论 的 一 切 向 题 丰 下 述 合 是 中 得 到 了 加 满 的 解 
管 . 

定理 .要 使 有 界 滑 数 fix) 在 区 间 fa ,上 可 积 ， 必须 
而 且 只 需 满 足以 下 每 件 : 无 论 对 于 起 祥 小 的 8 半 0, 区 间 
[a.8] 上 所 有 的 使 函数 了 (zx) 的 振幅 超过 的 点 都 能 够 包 舍 于 
有 限 多 个 区 间 之 内 ,而 这 些 区 间 的 总 长 度 不 大 于 &. 

证 有 明 ， 1) 设 定理 的 条 件 得 以 满足 令 襄 ,6,… ,为 一 
组 长 间 ,， 它们 包含 了 所 有 (使 得 ) 在 其 上 函数 .Arzy 振幅 超过 上 
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的 点 ， 在 此 令 2 之 2. 其 余 的 区 则 我 们 表 之 以 4d ,di，… 


.因为 在 任何 区 间 的 性 意 一 点 上 f(z) 振幅 不 到 于 ee， 则 
汪汪 二 证 75 页 上 的 定理 , 该 函数 在 这 样 一 种 区 间 上 的 振幅 
将 小 于 2， 只 要 这 种 区 间 整 个 地 落 在 区 间 , 之 中 , 而 且 其 长 
度 充分 小 ， 现 在 只 要 再 认定 区 间 [a,5] 的 分 划 所 分 出 的 子 区 
闻 A 是 任意 地 充分 细 ( 即 具有 充分 小 的 ir). 按照 第 159 页 一 
第 160 页 的 格式 进行 讨论 , 邑 把 和 (2) 分 成 两 部 分 , 其 一 是 整 
个 区 间 4 都 属于 区 间 di; 之 一 ， 其 二 是 哪怕 只 是 部 分 地 落 人 
区 间 8; 之 一 , 我 们 容易 得 出 , 和 (2) 的 第 一 部 分 小 于 2e(5 一 
a), 而 第 二 部 分 不 起 过 2xs 十 2nir), 其 中 避 为 函数 | 六 Cx) | 
在 区 间 [a,5] 上 的 上 确 界 , 而 4 是 区 间 6; 的 个 数 . 选择 e 及 1 
充分 小 , 这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 使 得 和 (C2) 任意 小 ,这 就 是 所 
要 证 骨 的 . | 

2) 设 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 且 设 : 是 任意 的 正 数 ,我 
们 可 以 选取 区 间 [e ,到 的 这 样 的 分 划 , 使 得 相应 地 有 和 (2) 小 
于 ,现在 要 注意 和 (2) 的 所 有 项 都 非 负 , 因 而 当 我 们 从 中 只 
保留 w > 的 项 而 剔除 其 余 的 项 时 ， 和 不 会 增加 . 这 样 一 来 ， 
即 有 

52 > yoa > > oh 


. 4 一 1 4 
由 此 得 
> A < Ey 


my rt 


但 包含 于 上 述 和 中 的 区 间 4 很 显然 地 包含 了 区 间 [a ,5] 上 的 
所 有 使 光 数 f(x) 的 振幅 超过 * 的 点 (因为 这 样 的 点 不 可 能 属 
于 使 得 ww; 所 :的 区 间 丸 ); 这 也 即 是 说 ,我 们 所 要 证 明 的 定理 
之 中 的 可 积 性 条 件 确 实 是 必要 的 . 
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从 所 证 的 定理 特别 地 可 推出 区 问 [a,6] 上 的 任何 单调 函 


[|] 


这 样 的 函数 在 已 给 区 间 上 必然 有 界 . 其 次 , 我 们 已 经 看 到 , 无 
论 对 于 怎样 小 的 es>0, 区 间 [a,5] 上 的 使 得 该 而 数 有 > e 的 
振幅 的 点 的 个 数 应 当 是 有 限 的 .但 有 限 多 个 点 总 能 包含 于 有 
有 限 多 个 区 闻 中 , 且 这 些 区 间 的 长 度 和 可 所 任意 小 . 这 即 是 说 ， 
我 们 刚才 证 明 过 的 定理 中 所 谈 到 的 可 积 性 准则 ， 对 每 一 个 单 
调 省 数 必 然 满 足 . 

见 柯 永 用 己 物 理应 用 的 格式 ， 我 们 所 研究 的 积分 概念 ， 
只 与 一 定形 式 的 和 密切 相关 或 者 用 极限 的 思想 或 者 用 确 界 
的 思想 ) 而 与 微分 学 的 任何 概念 都 不 相关 .你们 都 了 解 ， 它 
有 大 量 的 几何 应 用 和 物理 应 用 当然， 我 们 在 此 不 必 停 留 在 
这 些 应 用 上 ， 既 不 必 讲 这 些 应 用 本 身 ， 甚 至 也 不 必 有 列举 其 中 
最 重要 的 来 举例 ， 但 是 ， 对 我 们 来 说 很 重要 的 是 要 注意 这 一 
急 类 似 的 应 用 中 所 碰 到 的 独特 的 且 相 当 精 细 的 逻辑 特点 ， 这 
些 在 原则 上 非常 重要 的 特征 ， 在 教科 书 中 通常 强调 得 不 够 . 

例如 : 讨论 计算 图 27 上 所 示 的 “ 曲 边 梯形 ”的 面积 ， 它 
的 上 方 是 狠 数 f(z} 的 图 形 , 为 简单 计 我 们 通常 总 设 f(x) 为 


2 
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正 且 连续 ， 当 然 ， 你 们 都 很 熟悉 这 个 问题 ， 以 及 如 何 借助 于 
积分 学 来 求解 它 . 但是， 我 们 来 认真 想 一 下 我 们 现在 在 逻辑 
上 处 于 什么 地 位 ， 要 计算 某 个 图 形 的 面积 ， 很 显然 地 ， 只 有 
当面 积 概念 本 身 有 明确 定义 时 才 有 意义 ， 现 在 ， 当 我 们 在 寻 
找 可 以 计算 图 27 所 示 的 曲 边 梯形 面积 的 方法 时 ,我 们 已 经 党 
握 了 那 种 定义 吗 ? 我 们 已 经 明了 打算 进行 计算 的 那个 量 的 确 
切 定 义 吗 ? 当然 没有 ， 我 们 了 解 的 面积 定义 只 是 直线 形 (多 
边 形 ) 的 面积 以 及 圆 的 某 些 部 分 的 面积 ; 以 曲线 y = f(x) 为 
边界 的 梯形 ， 一 般 说 来 ， 同 圆 没有 任何 共同 之 处 . 

不 了 解 所 求 的 面积 是 什么 ,我 们 怎样 来 计算 它 ? 于 是 一 一 
比 什么 都 更 奇妙 的 是 一 一 尽管 我 们 甚至 不 知道 我 们 要 计算 的 
是 什么 ,这 个 计算 竟然 成 功 了 ! 问题 在 于 ， 实 际 上 在 这 里 提 
出 和 解决 的 问题 要 比 简单 的 计算 更 为 重要 ， 我们 同时 既定 义 
了 曲 边 梯形 面积 的 概念 ,同时 又 找到 了 计算 此 面积 的 方法 . 当 
我 们 断定 我 们 图 形 的 面积 等 于 阶梯 形式 的 直线 形 ( 图 27 中 给 
出 了 一 个 》 的 面积 的 极限 时 ， 则 这 个 断言 不 是 定理 ， 而 是 我 
们 的 曲 边 梯形 面积 的 定义 . 试图 证 明 这 个 断言 是 无 意义 的 . 反 
之 断言 所 说 的 极限 在 这 祥 或 那样 的 条 件 下 〔 例 如 ; 在 巩 数 
A(z) 连 续 的 情况 下 ) 存在 则 是 定理 ， 它 是 可 以 也 应 该 得 到 证 
明 的 ，、 任 何 这 类 几何 的 和 物理 的 问题 ， 丛 好 都 有 这 样 的 逻辑 
特性 ;不 管 我 们 是 想 计 算 曲 线 弧 的 长 度 、 旋 转 体 的 体积 和 表 
面积 ， 还 是 已 知 力 在 已 知 路 径 段 上 的 功 等 等 ， 所 有 的 情况 下 
讨论 的 都 是 想 寻 求 某 个 概念 的 定量 的 度量 ， 而 在 此 之 前 只 是 
对 某 些 最 为 篇 单 的 特殊 情形 这 种 定量 的 度量 才 是 有 定义 的 ， 
问题 在 于 ， 要 给 出 这 个 概念 以 适当 前 一 般 定义 ， 这 个 定义 中 
同时 也 就 包含 了 相应 于 这 个 概念 的 数量 的 求法 . 

现在 我 们 要 问 ; 上 面 所 列 的 几何 问题 和 物理 问题 (当然 ， 
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还 有 许多 其 他 问题 有些 什 么 共同 特征 使 得 有 可 能 同样 解析 
地 解决 这 些 问题 ， 且 在 所 有 情形 下 恰 是 以 积分 作为 工具 ， 同 
时 髓 从 风 辑 上 定义 所 求 的 量 又 同时 给 出 其 数量 的 估计 ， 关 于 
这 些 基 本 特征 可 以 指出 两 点 ， 在 所 有 的 情形 待 求 的 量 都 与 某 
个 区 间 [a, 的 有 关 : 该 量 * 分 布 " 在 此 区 间 上 且 随 着 区 间 的 变 
化 而 改变 . 例如 : 在 图 27 上 如 果 用 另外 的 区 交代 兰 区 间 
La,5] ( 当 热 ,要 保持 沙 数 /tz) 不 变 )， 则 我 们 就 得 到 舅 一 个 
面积 值 ， 对 力 所 做 的 功 ， 若 动 点 在 不 同 的 路 段 王 ， 则 功 也 不 
同等 等 ， 另 一 方面 ， 在 每 一 个 具体 的 问题 中 所 研究 的 量 都 取 
决 于 一 定 的 函数 rz)， 在 图 27 中 这 就 是 所 研究 的 曲 边 梯形 
上 面 的 边界 之 点 的 纵 坐 标 , 而 此 点 的 横 坐 标 为 zx, 在 计算 功 时 
这 是 离开 计算 起 点 距离 为 z 处 的 作用 力 的 琢 值 等 等 ， 这 也 即 
是 说 ， 要 使 我 们 所 研究 的 这 类 问题 得 到 确定 的 提 法 ， 首 先 必 
须 给 定 某 个 函数 f(z), 以 及 某 个 我 们 的 问题 与 之 相关 的 区 
间 a 近 z 委 忆 可 以 指出 ， 我们 要 给 出 其 定义 ， 又 要 计算 其 数 
值 的 那个 量 是 3 个 元 索 的 函数 Yao), 它们 是 可 以 彼此 无 
关 地 选取 的 ; 函数 Agzr) 以 及 a 和 4。 是 各 自 独立 的 . 容易 看 出 ， 
可 以 应 用 积分 作为 解决 上 列 所 有 问题 (以 及 其 他 许多 问题 ) 的 
方法 ， 基 本 上 是 由 于 该 关系 了 Cia, 罗 具有 下 述 人 性 质 : 
1)》 7 作为 区 闻 La ,的 的 男 数 ， 是 可 加 的 ， 即 当 a < 之 cc < 
i 
VOfya bp) = Vfyac) 4 VOD). 

实际 上 , 图 27 所 示 图 形 的 面积 如 果 其 定义 是 合理 的 , 则 
当 把 区 间 [a ,5 分 割 成 子 区 间 从 而 曲 边 梯形 也 被 分 割 成 小 曲 
边 梯形 , 曲 边 梯形 的 面积 显然 应 等 于 小 曲 边 梯形 的 面积 之 和 . 
对 于 旋转 体 的 体积 ， 则 当 我 们 将 其 旋转 轴 分 割 成 小 段 时 ， 应 
等 于 在 每 一 小 自 上 分 布 着 的 旋转 体 的 林 积 之 和 ， 力 在 已 知 路 
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径 上 所 栈 的 功 等 于 在 对 路 径 进行 任意 分 划 冉 在 该 路 径 的 各 个 
区 段 上 所 做 的 功 之 和 ， 等 等 . 

2) 如 果 范 数 fCz) 在 区 间 [a,5] 土 为 常数 : f(x) 一 C, 则 
有 Vefyasb) = Ch — a). 

实际 上 ， 如 时 zl) =C 所 z 所 本， 图 27 土 的 图 形成 
为 逢 形 ， 其 面积 等 于 CG 一 a); 如 果 是 旋转 体 的 情形 , 则 
f(x) 表示 的 是 垂直 截面 的 面积 , 若 f(x) 一 ta 扫 之 公 ， 则 
我 们 过 到 的 是 圆柱 体 ， 其 体积 等 于 CC 一 a); 如 果 作 用 于 点 
的 力 在 路 径 a 和 z+ 态 5 上 保持 常量 C, 则 该 力 在 已 知 路 径 上 所 
做 的 功 等 于 CC 人 一 a)， 等 等 . 

现在 容易 证 明 ， 当 未 知 量 Y 与 已 知 元 素 f(x), a 及 5 的 
关系 具有 特征 1) 及 2) 时 , 则 自然 地 可 以 期 望 ， 问 题 的 解答 
是 一 个 积分 ， 


Vv = [fadz. 
全 一 TT 

把 已 给 区 间 [a ,的 分割 为 子 区 间 ， 则 首先 由 性 岳 1)， 

Vfsasb) = PIV os) 
如 果 函 数 f(z) 对 区 间 [zx_ ,zi] 上 的 任何 x 都 取 某 个 常 值 
CG， 则 由 性 质 2) 我 们 就 得 出 

VyTi rT) = Cli 一 M1), 
实际 上 ,十 数 f(z) 一 般 说 来 在 区 间 [z，: ,ze] 上 不 等 于 常数 ， 
但 如 果 该 函数 连续 且 若 区 间 [zrt_ zs] 很 小 ， 则 该 光 数 f(x) 
在 区 间 [Lz yze] 上 所 取 的 值 之 名 胡 差 入 小 .. 在 这 些 值 中 取 
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定 某 一 个 CE 我 们 可 以 说 ， 在 整个 区 间 [z_: ,zj] 上 上 晤 数 
zxz) 近似 等 于 疙 cs ， 因 此 我 们 自然 地 认为 量 了 CAize zi 
{不 应 忘记 该 量 还 是 没有 定义 的 ) 近似 等 于 (8&0) (x, 一 
Th)? 因此 近 和 似 地 有 


WE a DF Cz 一 Ti) 
肯 二 1 


其 中 总 是 区 间 [zs-iyzt] 上 的 任 一 点 .这 里 我 们 自然 假设 该 

近似 等 式 的 误差 当 区 间 [zs -lyzs] 越 小 也 就 越 小 ， 其 随 着 扩 项 

的 分 划 的 zr 变 小 而 更 小 . 但 由 此 已 经 完全 确定 了 量 的 确切 

意义 是 
lm Df) Cer -zc = { fOr)dz. 


与 机 分 掌 的 关系 ， ”在 积分 学 发 展 的 最 初 阶段 ， 当 积分 
学 与 微分 学 之 间 联 系 的 巨大 意义 还 没有 以 应 有 的 程度 进入 学 
者 们 的 思维 视界 之 中 时 ， 要 解 管 我 们 所 述 的 问题 ， 还 只 能 通 
过 把 积分 作为 和 的 极限 来 直接 计算 . 

在 每 一 个 具体 问题 中 都 力求 选取 特别 方便 的 分 划 并 专门 
地 挑选 & 值 , 以 便 在 用 于 每 个 特别 的 函数 f(x) 时 , 尽 可 能 地 
减轻 和 简化 这 种 一 般 说 来 是 极为 繁琐 的 计算 ， 有 一 些 问 题 在 
很 十 老 的 时 代 就 已 用 这 种 方法 解决 了 ， 后 来 又 增加 了 一 系列 
的 新 的 成 就 ， 但 是 ， 一 直到 利用 微分 学 和 积分 学 之 间 的 关系 
做 为 计算 积分 的 基本 方法 之 前 ,所 有 的 成 果 都 还 是 零散 的 ,并 
且 每 一 个 新 问题 都 需要 从 本 质 上 创立 新 方法 来 解决 ， 积 分 学 
只 有 在 同 微分 学 有 了 密切 的 互相 作用 以 后 ， 才 有 了 普遍 适用 
的 完全 合格 的 方法 . 

你 们 当然 很 熟悉 积分 同 微分 之 间 的 联系 在 于 ， 积 分 


Fir}y = | fewau 
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在 每 一 点 上 以 其 “被 积 铺 数 ”f 了 (Cr) 汶 导 数 ， 欠 要 该 晒 数 在 这 

一 点 连续 《特别 地 ,对 连续 的 被 积 国 数 则 FCz) 处 处 以 (x) 

为 导数 ). 证 明 很 简单 : 如 果 站 盖 0 且 | 充分 小 (8 过 0 时 的 

证 明 类 似 , 所 以 略 去 ), 则 当天 一 | 下 所 < 委 工 十 扩 | 时 我 们 有 
flr) — eA ft) flr) + e, 

其 中 = 是 预先 选 定 的 任意 小 的 正 数 . 由 此 得 


: 十 入 
Rftz) — elh| <| fdu SS hf) + efhl), 
此 电表 明 
本 十 入 er 
fe fd fr) +e. 


由 于 s 为 任意 小 由 此 实际 上 推 得 
Fr = FT), 

由 于 有 这 种 联系 ,任何 微分 法 则 都 给 出 某 个 积分 法 则 ,只 
要 把 柚 分 法 则 反 过 来 看 就 行 了 。 不 但 如 此 ， 微 分 学 的 许多 一 
般 方法 至 少 旬 许 部 分 的 反 转 而 得 出 重要 的 一 般 的 积分 方法 . 
例如 代数 和 的 微分 法 则 完全 可 以 反 转 来 给 出 代数 和 的 积分 法 
则 ( 它 适 常 也 能 从 积分 的 原始 定义 中 容易 地 导出 ), 乘积 的 微 
分 法 则 导出 所 谓 的 “分 部 积分 法 ”, 这 种 方法 的 力量 你 们 都 已 
热 知 了 .“ 函 数 的 函数 ”的 浅 分 法 则 的 反 转 就 是 你 们 所 熟知 的 
更 强 的 方法 :“ 积 分 的 变量 变换 法 *. 

应 用 所 有 这 些 方法 就 可 以 积分 大 量 的 初等 函数 (特别 地 ， 
是 所 有 的 有 理沙 数 ). 如 果 说 对 于 许多 初等 函数 我 们 还 不 会 写 
出 它们 的 积分 , 则 这 并 不 是 因为 我 们 所 用 的 方法 为 量 不 够 ,而 


中 译 者 注 , 原 书 没有 分 上 > 0 与 4 之 0 两 种 情况 ,这 时 木 一 定 有 
人 Feed AF) + selhl. 
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是 另 有 原因 ， 而 且 这 种 原因 又 具有 无 比 巨大 的 原则 意义 ， 如 
果 说 求 初等 函数 的 微分 时 ， 我 们 在 任何 情况 下 总 能 再 得 到 初 
等 函数 的 话 , 风 在 初等 函数 的 积分 时 则 完全 是 另 一 回 事 了 . 党 
常 是 这 样 的 :这 类 函数 的 积分 尽管 当然 是 存在 的 ,但 却 不 是 初 
等 函数 并 且 因此 不 能 用 任何 初等 公式 表示 . 例如 志和 
-7 这样 简 单 的 函数 等 的 积分 就 是 这 样 ， 有 必要 研究 这 
类 新 函数 ， 但 对 此 《至 少 在 最 初 ) 除了 利用 定义 它 的 积分 来 
研究 之 外 ， 没 有 任何 其 他 工具 . 

中 值 定理 . 在 微分 学 中 通常 把 Lagrange 定理 称 为 中 值 
定理 ， 如 果 图 数 F(x) 在 区 问 [a,5] 上 连续 并 且 在 其 内 可 微 ， 
则 存在 着 该 区 间 的 这 样 一 个 内 点 c， 使 得 

ff fo) = fic} lb — a), 

一 般 地 ,“ 中 值 定理 ”的 特征 是 在 其 表述 中 有 某 个 数 c ( 量 x 在 
a 与 5 之 闻 的 “中 间 值 ”) 存在 . 对 于 它 我 们 只 知道 它 在 区 间 
fx, 绍 之 内 ， 而 无 法 更 确切 地 描述 它 。 在 这 个 意义 上 Cauchy 
公式 以 及 有 某 种 形式 余 项 的 Taylor 公式 都 是 中 值 定理 , 这 
类 定理 也 经 常用 几 种 其 他 形式 来 表述 ， 说 成 是 区 和 间 [a,a 十 
il, 而 把 位 置 未 定 的 内 点 表示 成 a 二 纹 ，、 而 定理 中 关于 数 6 
只 说 有 双边 不 等 式 0 < 8 < 1; 在 表述 中 服从 于 双边 的 不 等 式 
0 之 9 之 1 的 这 种 不 确定 的 数 的 出 现 也 是 中 值 定理 的 一 种 典 
型 特征 . 

中 值 定理 在 积分 学 中 的 作用 在 任何 情况 下 都 不 小 于 它 在 
微分 学 中 的 作用 ， 其 中 之 一 的 所 谓 的 “第 --” 中 值 定理 你 们 
无 颖 是 很 熟悉 的 . 在 最 简单 的 情况 下 , 它 断 言 , 如 果 函 数 f(x) 
在 区 间 [a,6] 上 连续 ， 则 有 
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| reopodz=Aoe 一 ao， £3) 

其 中 cc 是 区 间 [a,5] 中 的 茶 个 点 ， 该 命题 可 直接 应 用 

Lagrange 定理 于 区 间 [a,51 上 的 孙 数 F(x) 一 | Acodz 来 证 
明 . 下 面 的 关系 式 比 较 更 为 一 般 ， 

mp 一 2) 所 [frar < Mip—ay ab), (4) 

其 中 和 计 相 应 地 表示 函数 ftx) 在 区 间 [a ,2 上 的 下 确 界 

和 上 确 界 . 这 个 关系 式 对 任何 有 界 的 可 积 函 数 F(z) 都 成 立 ， 

人 是 即 令 该 函数 连续 , 等 式 (3) 因为 点 < 的 位 置 未 知 , 使 得 

它 估 计 其 中 的 积分 时 作用 也 没有 不 等 式 (4) 大 . 


和 中 值 定 悍 的 更 为 一 般 的 形式 是 ， 如 果 函 数 Px) 
在 区 间 [a ,站 上 处 处 非 负 , 则 


自 
[ fgzyekzjdz 一 Fee)| gr) dz, C5) 


其 中 c 仍 表示 区 间 [La, 太 的 某 个 没有 准确 确定 的 内 点 ， 为 方 
便 起 见 我 们 将 把 函数 f(x) 和 gxx) 当 作 是 连续 的 并 且 假 设 
HT) > 0 (a 和 工 达 站 ; 为 证 明 公 式 (5) (plz) 三 1 的 特例 就 
基 公 式 (3)) 只 要 在 区 间 [a,5]j] 上 对 画 数 


FPCz) 一 | ftp du, Bx) = | ydu, 
应 用 Cauchy 公式 就 可 以 得 出 


[3 
fondr pp) pF Ce) 


人 wz?dz DBE) Yr) 


-Aero - Cr， 
这 屿 是 会 式 司 ). 
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但 是 ， 所 谓 第 二 中 值 定 理 则 是 更 为 精细 的 解析 开具， 我 
们 现在 来 研究 它 . 该 定理 的 对 象 也 是 积分 


下 . 
| fr Ie rd C6) 


日 它 仅 当 被 积 函 数 的 两 个 因子 之 一 是 区 闻 [a, 纪 上 的 单调 函 
数 时 才 成 立 ， 设 函数 gxx) 对 a 二 工 过 5 为 非 负 且 不 增 ， 像 通 
党 一样， 我们 对 区 间 [a ;65] 进行 分 划 了 并 保留 我 们 通常 的 记 
号 .我 们 来 证 明 积 分 66) 是 和 


D pe))| ”Cr)dz (7) 
本] 了 一 1 


当 ir 一 0 时 的 极限 .实际 上 , 我 们 以 来 表示 函数 |f(zx)| 在 
区 间 [a,6] 上 的 上 确 界 县 坟 和 4 来 表示 和 (7) 与 积分 (6) 的 差 ， 
我 们 贝 菁 数 qz) 的 单调 不 增 的 假设 将 得 到 


14| = | > | cee 一 rf rdr 


< 六 [PC 1 一 XNACT 一 re) 


三 TELay 一 gb)), 
因而 有 
4 一 人 0 《 当 厅 一 0 时 )， 
注意 到 这 一 点 ， 我 们 现在 用 Abel 引 理 来 改写 和 (7) (第 
四 讲 , 第 110 页 ); 令 


| Acz?odz = A (k=0,1,9, nA), 
我 们 得 到 
S= Pee)| fr)dr = SE) CA 一 4 
KR 二] 一 上 一 1 


rm—1 


一 = > AiCPS) 一 E12 十 PC 1 “ (8) 
#=1 
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我 们 现在 分 昼 以 于 和 mm 来 表示 函数 

| fendu : (9) 
在 区 间 a 太太 #8 上 的 上 、 下 确 界 , 很 显然 地 有 区 筷 A. 志 计 
《0 过 下 记 1) ,出 由 于 对 鹃 数 gKx) 所 假如 的 非 仙 且 不 增 性 质 ， 
公式 (8) 右边 的 所 有 的 4 均 是 以 非 负 因子 相 乘 , 则 该 公式 第 
出 

ME ES Mok); 
但 当 ir 一 0 时 我 们 有 
Pe) pa 二 + 0) 5 一 | fer)pcr dz, 
由 此 得 
mpla 十 00) 过 | frp rdr < Moa 十 0)， 

或 者 车 ga 十 0) 天 0 (we 十 0) 一 0 的 情形 当然 是 平凡 的 ) 则 
有 


< za 元 二 可 | Farz)dzr < M, 


旭 连 续 的 函数 (9) 应 当 在 区 间 [4,6] 的 茶 个 内 点 < 处 取 其 两 确 
界 间 的 中 间 值 ， 即 这 些 不 等 式 中 则 一 项 的 值 , 由 此 得 


{fp drat | readz cae C10) 

此 公式 也 即 构成 了 我 们 特定 条 件 下 的 《 当 函 数 gz) 是 

非 负 且 不 增 的 函数 , 而 A(z) 是 任意 的 可 积 函 数 ) 第 二 中 值 定 
理 的 内 容 .“ 中 值 ”$ 在 此 很 独特 地 成 为 一 个 积分 限 ， 


令 工 二 上 一， 6 一 y) 二 yty), 我 们 就 得 课 


Le] 
| eeyecedz = | 7 一 yndy。 
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因为 晒 数 yty) 很 显然 地 非 人 负 且 不 描 ( 当 0 < 二 yy 过 5 一 a 时)， 
出 我 们 可 以 对 上 面 这 个 积分 应 用 公式 (10) 而 得 
(fwpVdy = H+ OE dy 
一 pb 一 of flrydz, 


此 时 第 二 积分 中 值 定 理 的 形状 是 


b 
[fpr)dr 一 pp 0)| ,Fezodz. 


最 后 , 我们 将 设 函 数 g(x) 是 单调 的 ， 例如 是 不 增 的 , 但 
关于 其 符号 我 们 将 不 作 任 何 假设 . 因为 机 数 PCz) 一 pt5 一 0) 
在 区 间 [a;8] 上 非 负 且 不 增 , 则 应 用 公式 (10) ,我 们 得 到 


| em LT)》 一 和 三 一 0)]Jdzr = 


(pa+6) 一 一 2 Feedz， 
由 此 得 


6 
[re or)dr—p(a +0)| f(x)dzr+ ob— 0)| ft)dz. 


这 就 是 一 般 情形 下 第 二 中 值 定理 的 表述 特别 地 , 若 函 数 
glz) 在 点 a 及 处 连续 , 则 有 


. 此 由 
| Fezowczndz 一 va)| Frydz 十 tb) | for)dz. 


Ca < < 
广 世 积分. ”我们 现在 应 当 注 意 到 对 积分 的 原始 思想 的 
两 个 最 重要 的 推广 ， 带 无 穷 积 分 限 的 积分 以 及 无 界 函 数 的 积 
分 . 在 两 种 情形 下 谈 到 的 都 是 积分 思想 本 身 的 实质 上 的 推广 ， 
它们 不 是 简单 地 把 原 有 概念 用 于 新 的 情况 ， 而 是 对 原 有 的 构 
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造 积分 的 方法 再 添加 一 个 新 的 补充 的 极限 过 程 ， 广 义 积分 已 
经 不 再 是 确定 形式 的 和 趟 的 确 界 或 极限 ， 而 是 通常 积分 的 极 
限 . 


十 


你 们 了 解 ， 符 号 | ,| 以 及 | ”分 别 定义 为 


lim | ， lim 1 » lim |. 


t-te jo 一 UU——i | 
br -二 = 


为 要 更 好 地 研究 这 些 推广 的 基本 思想, 我 们 限于 简单 的 
特殊 情形 . 设 函 数 Az) 是 正 的 县 不 增 ( 当 x 之 a 时 ) (图 28). 


J 


在 几何 上 积分 
[fdr 
可 用 图 28 上 阴影 部 分 的 面积 来 表示 ， 当 5 增加 时 该 面积 也 增 


加 ， 当 上 5> 十 ce 时 它 要 么 无 限 增 加 ， 要么 仍 为 有 界 因而 趋 近 
于 某 个 极限 . 这 个 极限 我 们 称 之 为 广义 积分 


| fer)dz, 


可 以 用 由 Oz 轴 及 曲线 y = f(x) 为 界 的 自 zx 一 a 向 右 的 阴影 
部 分 的 面积 来 作 其 几何 解释 . 尽管 相应 的 图 形 是 无 限 延 伸 的 . 
这 面积 却 可 以 是 有 限 的 . 
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第 二 个 推广 的 最 简单 的 情况 是 无 界 隔 数 的 积分 一 一 尽管 
它 所 解决 的 完全 是 另 一 个 问题 ， 但 从 实质 上 局 刚刚 讨论 过 的 
问题 几乎 没有 区 别 ， 这 一 点 可 以 十 分 简单 地 看 出 来 ， 只 要 注 
意 到 其 几何 特征 可 以 通过 把 图 28 沿 xOy 的 平分 线 作 一 个 镜 
面 反射 而 简单 地 得 到 . 例如 者 苑 数 Ar) 当 在 点 a 的 附近 变 为 
无 限时 ,， 则 


{ eedz 


可 以 定义 为 通常 的 积分 f(z)dz 当 。 一 十 0 时 的 极限 (图 


> 29)， 你 们 知道 ,这 里 所 讲 的 
”又 是 图 形 无 限 延 伸 时 面积 是 
否 能 赋 以 确定 的 值 的 问题 . 
这 个 图 形 像 第 一 种 情形 一 
样 ， 只 是 摆 法 不 同 ， 是 竖 着 
摆 放 的 , 此 外 , 你 们 看 得 出 ， 
作为 近似 面积 这 里 取 的 是 与 
第 一 种 情形 不 同 的 另 一 种 图 
形 ， 但 所 有 这 一 切 当然 地 都 
没有 本 质 的 意义 . 
在 一 般 情况 下 ， 即 函数 f(x) 的 性 态 是 任意 的 ,广义 积 
分 的 定义 仍然 如 此 ， 尽 管 已 经 不 能 用 如 此 简单 的 几何 图 形 来 
解释 了 . 当 相 应 的 极限 存在 时 , 就 说 这 一 个 广义 积分 存在 , 或 
者 说 有 意义 ， 或 者 说 收敛 ， 也 即 是 说 ， 这 样 或 那样 的 广义 积 
分 的 收 化 性 问题 始终 是 某 个 函数 的 极限 存在 问题 ， 极 限 理 沦 


图 29 


@ 当然 ， 在 无 界 时 所 说 的 应 是 f(x) 在 其 一 个 点 附近 无 界 的 情 
形 . . 
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的 所 有 的 一 般 的 命题 四 此 也 对 广义 积分 成 立 . 特别 地 ， 有 
Cauchy 准则 ， 很 所 然 , 它 在 此 处 的 形式 如 下 ， 如 果 函 数 f(z) 
在 区 间 [a， 要 上 对 任何 有 限 的 疡 > a 都 可 积 ， 则 要 文 积分 


| 天 7 村 全 
收 敏 的 话 ,必须 而 且 只 需 ; 对 于 无 论 怎样 小 的 es>> 0， 当 六 和 


本 第 外 只 时 量 


中 
repaz < E, D 


同样 地 有 下 述 两 个 重要 的 定理 ,正如 你 们 马上 要 了 解 的 ， 
它们 是 级 数理 论 相 应 命题 的 完全 的 类 比 . 

1. 如 果 当 a< xz 和 十 ce 时 0 科 f(z) 入 JX), 同时 f(x) 
和 gx) 在 任何 有 限 区 间 [a ,站 全 > 上 都 可 积 ， 则 从 积分 


本 曲 四 党 过 党 虽 


人 pr)dx 


收 伍 可 以 推 得 积分 


[EE 


该 定理 可 以 称 为 “积分 的 比较 法 赠 ” 且 与 * 级 数 的 比较 法 
则 ”完全 类 似 ( 第 四 讲 , 第 86 页 )， 且 同样 地 该 定理 的 证 明 你 
们 可 以 毫 不 跟 难 地 由 那里 阐述 的 思想 为 基础 而 独立 地 进行 . 


十 时 
| fer) [dz (11) 
四 ”这 里 以 及 今后 为 方便 计 我 们 只 诽 一 种 广义 积分 ， 但 是 所 说 的 


一 切 在 作 了 相应 的 改变 以 后 (你 们 当然 容易 自己 乒 出 ) 都 可 移 置 到 所 有 
其 他 类 型 ， 
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| 


十 5 
| ferydz (12) 


的 收敛 性 
该 定理 很 显然 与 第 四 讲 中 (第 92 页 ) 相应 的 定理 完全 类 
似 且 可 以 与 它 完 全 相似 地 证 明 . 并 且 如 果 积 分 〈11) 收 伍 的 
话 ， 我 们 也 说 积分 (12) 是 绝对 妆 侯 的 . 
借助 于 这 些 阜 理 容易 建立 更 多 的 时 常 通 到 的 积分 的 收 伍 
性 . 例如 ， 从 积分 
广 和 


的 收敛 性 (直接 观察 ) 由 定理 1 可 推 得 积分 

全 Fla 
的 收 误 性 ， 从 而 由 定理 2 可 推 得 积分 

| nizdz 
的 收 襄 性 ( 且 同 时 又 是 绝对 收 伍 的 .如果 在 定理 1 中 选取 不 
同 的 正 的 函数 (预先 知道 其 积分 收敛 ) 作 为 函数 gtx) 的 话 , 则 
它 可 以 给 出 一 系列 的 正 的 被 积 隙 数 积 分 的 直接 的 收 侣 性 准 
则 ， 而 借助 于 定理 2 则 可 以 对 带 尾 意 符号 的 被 积 函 数 的 收 襄 
性 建立 相应 的 准则 ，、 训 无 疑 阔 ， 这 些 准则 中 有 一 些 你 们 已 经 
熟悉 ， 我 们 将 不 去 谈论 它们 ， 然 而 我 们 都 要 研究 两 个 不 是 广 
为 人 人 知 的 更 为 精细 的 准则 、， 因 为 其 中 讲 到 的 积分 可 能 不 是 绝 
对 收敛 的 《由 此 看 出 ， 上 便 说 一 下 ， 这 些 准 则 不 可 能 从 1 中 
所 述 的 定理 导出 }》. 

法 则 工 . 证 函数 ox) 单调 且 limg(z) 二 0, 而 池 教 
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F(x) 则 是 使 得 | fw)du 一 (x) 当 z 一 oo 时 是 有 界 的 此 时 
积分 
| rmDAcz)dz 《13》 


收效 . 
实际 上 , 由 第 二 中 信和 定理 当 a 过 < 之 5, 过 十 一 时 ,区间 
(2 5) 有 这 桩 的 内 点 有 ,使 得 


由 
| pn fn)dz 
1 


8 . 
一 gx 十 0)|， fr)dzr 十 Pa 一 "| frydzr 


= Pi 二 OCFCB) — FIP) 十 
gba 一 OF bs) 一 FCP). (A) 
国 为 当 太 一 0o， 如 一 00 时, 出 定理 的 条 件 ， pb 十 0) 和 
p(B 一 0) 趋 近 于 零 ， 同时 我 们 所 过 到 的 函数 (x) 的 所 有 的 
值 都 有 和 界 ， 所 以 上 式 的 右边 趋 近 于 零 ， 从 而 左边 此 时 也 赵 近 
于 零 ， 由 Cauchy 准则 积分 (13) 的 收 伍 性 得 证 . 
例 . 积分 


em a 
| Sin fj (14) 


收 敏 ,可 直接 从 准则 1 推 得 ， 只 查 令 Pr) 一 zx!， f(r) 一 
sin Y, 中 (rzr) 一 cosl 一 ceos 蕊 即 知 ,但 是 可 以 很 容易 地 证 明 积 
分 (14) 的 收 伍 性 不 是 弧 对 收 伍 . 

法 则 1. 如 果 函 才 愉 工 ) 单调 且 有 界 , 则 从 积分 (12) 的 
收 鼓 性 可 得 积分 (13) 的 收 北 性 ， 

为 证 明 起 见 再 应 用 第 二 中 值 定理 ; 在 (A) 中 的 第 一 个 等 
址 中 ， 当 访 一 020, Bo -roo 时 量 JB1 十 0) 及 Bs 一 0) 都 有 
界 , 同时 由 Cauchy 准则 及 积分 (12) 收 人 证 性 的 假设 ,两 个 积分 


180 第 六 讲 


都 趋 近 于 零 . 这 就 表明 此 时 左边 趋 近 于 零 , 由 此 又 据 Cauchy 
准则 我 们 判定 积分 (13) 收敛 . 


例 . 设 f(x) 一 5 革 且 wiz) 一 arctan x， 我们 从 积分 
(14) 已 证 明 的 收 伊 性 得 出 ， 积 分 


on gin A ATCtAN 并 
dr 
1 er 


也 收敛 

二 重 和 分 ， 作 为 积分 学 基础 的 那 种 特定 的 求 和 过 程 也 可 
以 成 功 地 应 用 于 多 个 变 元 的 函数 ， 在 大 量 应 用 领域 ， 特 别 是 
在 力学 和 物理 学 中 ， 这 种 多 维 的 积分 或 者 如 朋党 所 称 的 
“ 重 ” 积分 , 起 着 相当 大 的 作用 . 这 种 积分 的 理论 与 通常 积分 
理论 比较 ， 没 有 原则 上 的 新 东西 ， 但 从 形式 方面 讲 却 是 很 繁 
元 的 . 

今后 我 们 限于 二 维 的 情形 ， 并 简要 地 说 明 我 们 在 本 讲 开 
始 所 阐述 的 思想 怎样 在 几乎 毫 无 改变 的 形式 下 ， 可 用 于 重 积 
分 的 定义 ， 然 后 证 明 其 一 系列 的 性 质 . z 

现在 我 们 设 有 定义 在 坐标 平面 Oxy 上 的 某 个 有 界 闭 区 
域 O D 上 的 有 界 二 元 函数 * 一 f(x,y). 设 MM 和 wm 是 画 数 
f(x,y) 在 区 域 D 上 相应 的 上 ,下 确 界 , 区 域 D 的 面积 我 们 约 
定 仍 用 字母 D 来 表示 .与 我 们 在 一 维 的 情形 所 做 的 相关 似 ， 
我 们 在 这 里 也 将 研究 将 区 域 D 分 成 部 分 的 各 种 分 划 ， 当 
然 ， 我 们 这 里 的 情景 要 比 以 往复 杂 得 多 .在 一 维 的 情形 ， 不 
仅 基本 的 区 域 是 区 间 ， 而 且 我 们 将 它 分 割 而 成 的 小 区 域 都 是 


心 ” 河 区 城 邑 包括 区 域 的 边界 点 在 内 的 区 域 . 译 者 注 : 有 界 闭 区 域 
上 的 连续 函数 具 训 和 二 区 同上 的 一 元 连续 函数 一 样 ,是 一 致 玉 续 的 .能 
取 最 大 (小 ) 值 和 一 切中 间 值 . 


积 分 1 人 


区 间 ， 而 我 们 现在 要 研究 的 情形 ， 不 但 区 域 忆 ， 而 且 还 有 我 
们 分 割 成 的 那些 小 区 城 4 ,4,……4, 可 能 形状 完全 不 同 、 对 
于 一 个 理论 ,对 所 有 这 些 区 域 的 形状 尽 可 能 不 加 任何 限制 ,这 
是 有 益 的 ， 当 然 、， 重 要 的 只 是 每 一 个 这 类 区 域 都 有 确定 的 面 
积 且 任何 两 个 不 同 的 区 域 A 和 A 的 公共 部 分 〔〈 即 相互 的 边 
界 》 的 面积 等 于 零 ， 除 此 之 外 ， 我 们 将 不 对 分 划 工 提出 任何 
特殊 的 要 求 . 

像 一 维 情形 一 样 ， 我 们 设 M, 和 ms 相应 地 表示 函数 
rryy) 在 区 域 4 上 的 上 ,下 确 界 . 像 以 往 一 样 ， 我 们 设 


ST 二 VMAs, TT 一 Ym, 
业 一 3 划一 


其 中 4 当然 表示 同一 符号 所 代表 的 区 域 的 面积 . 像 以 往 一 
样 ， 我 们 显然 有 
nD sr MD, 

因此 所 有 Sz 的 集合 下 有 界 ,而 所 有 sr 的 集合 上 有 界 . 设 工 各 
I 分 别 表示 所 有 的 和 Sr 的 集合 的 下 确 界 以 及 所 有 的 和 sr 的 
集合 的 上 确 界 . 我 们 在 这 里 将 称 这 两 个 数 分 别 为 函数 f(x,y) 
在 区 域 D 上 的 上 积分 和 下 积分 . 

如 果 了 一 了, 则 称 函 数 /(z,y) 在 区 域 D 上 可 积 且 其 积分 
等 于 

了 一 工 一 了 一 Deadrdy, 


作为 这 种 “二 重 ” 积 分 的 全 部 理论 的 基础 是 一 系列 命题， 
完全 类 似 于 我 们 在 一 维 情形 所 有 过 的 那样 ， 我 们 现在 只 简单 
好 研究 它们 ， 仅 只 证 明 它 们 与 我 们 前 夯 已 经 有 的 情况 有 所 不 
同 的 地 方 . 

因为 缺少 更 为 方便 的 术语 我 们 约定 称 基 本 区 域 D 分 成 
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的 那些 部 分 Al .Az ,A 为 网 最 ， 我 们 将 称 属于 某 个 网 腿 的 
所 有 可 能 的 一 对 点 之 间 的 距离 的 上 确 界 为 已 知 网 眼 的 直径 . 
对 每 一 个 分 划 了 我 们 将 以 dr 来 表示 网 眼 41,4,,… ,4 的 直 
径 中 最 大 的 一 个 . 很 显然 , 这 个 量 在 这 里 应 起 到 如 同 量 ir 在 
一 维 情形 下 所 起 的 那 种 作用 . 最后， 我 们 将 说 分 划 六 是 分 如 
T 的 加 细 , 如 果 分 划 了 "的 每 个 网 眼 都 整个 地 属于 分 划 T 的 某 
一 个 两 眼 的 话 . 

现在 我 们 来 建立 4 个 辅助 命题 ， 它 们 与 我 们 在 一 维 情形 
下 所 有 过 的 4 个 引 理 完全 吻合 . 

引 理 1. 和 如果 分 划一 是 分 划 了 的 加 细 ， 则 有 

ST EDr, 57， :之 ST. | 
证 明 可 以 逐 字 恶 句 地 从 一 维 情形 搬 过 来 . 
引 理 1. 对 任何 两 个 分 划 T; 和 了 T:， 
37 > 57.,. 


我 们 对 一 维 情形 所 给 的 证 明 可 以 完全 重复 一 遍 ， 要 说 明 
的 只 是 如 何 作 出 另 一 个 分 划 了 ,使 之 成 为 两 个 已 知 分 划 T, 和 
Ts 中 每 一 个 的 加 细 ， 我 们 简单 地 就 把 那些 属于 分 划 工 , 的 一 
个 网 服 , 同 时 又 属于 分 划 工 ; 的 一 个 网 眼 的 所 有 点 的 全 体 作 为 
分 划 工 的 一 个 网 眼 . 把 Ti,T; 的 所 有 这 一 切 网 眼 两 丙 组 合 之 
后 我 们 就 得 到 了 分 划 了 的 全 部 网 眼 . 依照 加 细 的 定义 ， 很 显 
然 地 分 划 工 同时 经 是 分 划 工 , 的 加 细 ， 又 是 分 划 7 的 加 细 . 

引 理 I， 了 之 了 
此 命题 如 同一 维 的 情形 一 样 ， 是 引 理 1 的 直接 推论 ， 
引 理 N.。 无 论 对 于 志 样 小 的 6 > 0， 都 存在 着 这 样 一 个 
数 5 半 0, 使 得 对 任何 满足 要 求 dr < 之 8 的 分 划 工 ， 
Sr< T+ sry»>I—e, 
简单 地 说 ， 当 dr 一 D0 时 和 Sr 趋 近 于 其 下 确 罩 ,而 和 sr 则 赵 


Tp 
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近 于 其 上 确 界 . 

该 命题 的 证 骨 原 则 上 也 同 我 们 对 一 维 情形 的 证 明 没 有 差 
别 ， 但 是 由 于 这 里 网 限 的 构造 更 为 复 获 ， 为 了 保证 形式 上 的 
完美 ， 我 们 更 加 详细 地 讲 一 下 . 

首先 ,因为 了 是 作为 所 有 的 和 Sr 的 下 确 界 而 定义 的 、 则 
必 存 在 着 一 个 分 划 Tv, 使 得 Sz, < 了 十 5- 设 A 是 该 分 划 T， 
的 任意 一 个 网 眼 ， 半 而 上 距 此 网 眼 的 边界 不 超过 4 的 所 有 点 
的 金 体 ,很 最 然 地 构成 了 围绕 该 边界 的 一 个 “ 环 "一 样 的 东西 
(在 图 30 中 该 “ 环 ” 的 边界 用 es 
虚线 标 出 )， 不 难 证 明 当 5 7 ， 
充分 小 时 该 “ 环 ” 的 面积 近似 
等 于 26h， 而 误差 对 于 了 是 . 
高 阶 无 穷 小 量 ， 其 中 心 为 网 ;| 站， 
腿 47 赎 线 的 长 、 设 四 


> 一 LL; 
此 时 由 所 作 类 型 的 所 有 的 
“ 环 ” 的 总 体 构 成 的 面积 已 
将 不 大 于 26L( 它 可 能 更 小 ， 因 为 * 环 * 与 “ 环 ” 之 癌 可 能 相互 
重合 )， 现 在 设 了 是 满足 四 所 8 的 尾 意 分 划 ， 这 个 分 划 的 网 
眼 我 们 可 以 分 成 两 组 : 整个 地 属于 DD, 的 归 人 第 一 组 , 而 其 余 
所 有 的 则 内 入 第 二 组 . 和 Sr 中 相应 于 这 两 组 的 部 分 , 分 别 表 


图 30 


Q， 不 言 而 嘛 , 我 们 站 这 时 已 经 暗含 了 对 分 划 的 网 眼 一 个 要 求 , 而 
比 当初 更 菏 刻 -点 , 这 里 , 我 们 应 假定 每 个 网 限 都 是 单 连 通 的 , 具有 有 
限 长 的 边界 . 遗民 的 是 限于 讲义 的 篇 帆 我 们 不 可 能 更 详细 地 讲述 这 些 . 
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示 成 SP 及 5 六 ,我 们 分 别 来 估计 每 一 部 分 . 在 此 , 正如 在 一 
维 情形 一 样 ， 不 影响 讨论 的 一 般 性 ， 可 以 设 在 整个 区 域 D 上 
有 
fry 2 0, 
伍 为 在 和 S58 的 每 一 项 中 第 一 个 因子 不 超过 ,而 和 包 合 
于 SP 中 的 网 腿 的 面积 和 不 超过 区 域 已 的 面积 (正如 我 们 看 
到 的 ， 不 大 于 28L}， 故 有 
SP 2ML6, 《15》 
至 于 构成 和 3$ 拓 中 的 网 眼 ， 则 其 中 的 每 一 个 都 整个 地 属于 分 
划 工 , 的 某 一 个 网 服 4 实际 上 , 第 二 组 中 不 满足 此 要 求 的 网 
眼 A 就 必须 包 售 某 一 个 网 眼 A 的 一 个 边界 点 ,但 作为 第 二 
组 的 网 最，A 不 可 能 整个 地 属于 包围 此 边界 的 “ 环 ”， 因 而 还 
应 包含 位 于 此 “ 环 ” 外 的 点 龟 , 但 这 样 一 来 ,点 己 租 妨 之 间 的 
距离 就 将 大 于 5,， 更 木 用 说 网 眼 A 的 直径 了 , 这 是 不 可 能 的 . 
如 果 在 $8’ 的 每 一 项 中 以 Mi 来 代替 其 第 一 个 因子 ， 这 
不 会 使 S82 变 小 . 这 里 MM 对 应 于 分 划 了 T, 的 网 眼皮 ,这 网 眼 
的 一 部 分 就 构成 了 分 划 了 的 网 上 腿 A (第 二 组 ) 的 已 知 项 中 , 另 
一 方面 , 由 于 范 数 .Frz,y) 非 负 , 则 以 此 方式 得 到 的 不 减 的 和 
将 很 显然 地 总 不 大 于 Sr， 这 样 一 来 


2 Sr, TI 十 区 
把 这 个 不 等 式 同 不 等 式 (15) 合并 考虑 ， 并 选择 数 8，( 记 今 为 
止 , 6 还 是 任意 的 ) 使 之 小 于 2377， 我 们 就 得 到 
Sr=8P + <ML+IT SS <I+e 


用 完全 同样 的 方式 可 以 证 明 当 满足 条 件 dr 二 5 时 ,有 sr 放 
i -一 Er 于 是 引 理 N 的 证 明 完 成 . 
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定理 . 如 果园 闭 了 (rt,y) 在 区 域 乒 上 可 积 ， 则 对 任意 的 
分 划 了 当 dr 充分 小 时 有 
Dn 一 7| < Es 
其 中 e 是 任意 预先 络 定 的 正教 ， 而 [名 1) 人 证 二 1,2,1r ,Nn) 是 
网 有限 4、4， 的 任 一 上 
简单 一 点 ， 我 们 就 说 ， 和 Df 当 必 一 0 时 趋 近 


于 积分 了 ,， 这 里 的 瀣 近 ， 对 于 一 急 可 能 的 分 划 工 以 及 一 点 
《ety3t) 的 一 切 可 能 的 选择 方式 , 是 一 致 的 . 
为 简单 计 我 们 通常 以 Sr 来 表示 该 和 ,从 很 明显 的 不 等 式 
me < fe) EM 
对 任何 分 划 以 及 任意 选择 的 点 (&,%) 有 


FT < TST 


这 就 表明 ， 由 引 理 久 ， 对 于 充分 小 的 dr， 有 
I— ” 过 呈 去 工 十 BE 


由 此 得 |Z7 一 了 | < 近 e 所 证 定理 的 道 定 理 也 成 立 且 其 证 明 也 
和 一 维 的 情形 完全 一 样 ， 


收 合 性 的 普遍 适用 的 必要 充分 准则 
9T 一 37 一 D0 {er — 0) 
的 证 明 同 过 去 一 样 : 


1) 者 此 准则 成 立 ， 则 由 不 等 式 Sr 汪 了 之 了 之 sr (对 任意 
分 如) ,对 充分 小 的 心 有 了 一 工 委 Sr 一 打扫 es 由 此 据 e 的 任 
意 性 得 工 = 工 

2) 如 果 旺 数 f(x,y) 可 积 , 则 由 引 理 W ,对 充分 小 的 dr 
我 们 应 有 Sr < 了 十 sy sr 了 一 上 由 此 得 Sr 一 sr < 之 2e， 这 
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就 表明 当 dr 一 0 时 Sr 一 二 一 0. 

最 后 ， 连 续 函 数 的 可 积 性 里 可 以 用 与 一 维 人 情形 完全 一 样 
的 讨论 来 证 明 .、 在 这 里 仍然 是 这 样 一 件 事 实 成 为 该 证 明 的 基 
珊 ， 连续 函数 始终 具有 一 致 连续 性 〈 在 有 界 闭 区 域 上 ， 即 所 
含 其 边界 的 区 域 十》, 

二 量 积 分 的 计算 . ”我们 在 前 面 讲 通常 的 积分 即 非 广 
义 积 分 }》 时 已 经 讲 到 过 ， 作 为 积分 定义 基础 钓 求 和 过 程 ， 如 
果 我 们 试图 以 它 为 工具 来 实际 进行 积分 计算 的 话 ， 几 乎 不 会 
给 出 什么 ， 但 是 我 们 当然 更 不 能 期 望 二 重 积分 的 计算 可 以 仅 
异 求 和 过 程 而 得 以 方便 地 进行 . 

在 通常 的 积分 中 ， 我 们 看 到 了 ， 积 分 的 强 有 力 的 一 艇 的 
计算 方法 只 有 利用 积分 学 与 微分 学 的 关系 的 途径 才 得 以 产 
生 . 对 于 二 重 (以 及 一 般 的 多 维 情形 》 积分 而 言 ， 也 可 以 发 
现 这 种 关系 ， 但 是 ， 二 重 积分 的 最 一 般 和 最 有 效 的 计算 方法 
是 将 此 问题 化 为 两 个 逐次 进行 的 一 维 积分 ， 而 这 是 我 们 熟知 
的 ， 我 们 简单 地 研究 怎样 去 做 

设 在 其 上 定义 有 连续 映 数 /f(x,y) 的 区 域 启 基 这 样 的 区 
玻 :; 任何 与 坐标 轴 平 行 的 直线 与 九 的 边界 最 多 相交 于 疝 点 
《图 317， 我 们 为 建立 图 数 Fr 的 积分 了 所 做 的 区 域 的 分 
划 了 ,可 以 及 有 任何 形状 的 网 眼 ， 只 要 其 直径 可 以 任意 小 就 
行 。 我 们 现在 以 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 进行 分 划 ， 因 而 网 
眼镜 是 长 方形 (那些 分 布 在 区 域 忆 的 边界 附近 的 除外 ). 我 们 
自 左 至 右 以 徊 ,5&1,… 来 表示 平行 于 Oy 轴 的 直线 的 横 誉 标 ， 
以 有 ,六 《 自 下 而 上 ) 来 表示 平行 于 Or 轴 的 直线 的 纵 举 
标 ,， 而 分 别 以 a 和 和 上 5 来 表示 区 域 DP 上 的 点 的 横 举 标的 下 确 界 
有 条 上 确 界 ， 分 别 以 y= mcr) 和 Y= 二 tr) 来 表示 区 域 启 的 
下 边界 和 上 边界 的 方程 , 而 以 4, 来 表示 由 直线 = 5_,， 
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图 31 
工 一 碳 ， 了 一 1 Y= 为 界 的 网 服 . 最 后 令 所 一 志 -1 = h;, 
7; 一 ;1 二 起 ， 因而 有 和 ;二 hj 一 一 如 果 网 昭和, 是 长 方形 ， 
即 不 在 区 域 品 的 边界 上 . 
如 果 所 有 的 二, 都 充分 小 ， 则 dr 可 以 任意 小 ， 且 积分 I 
与 和 
S = Df ,A C16) 


的 差 可 以 任意 小 . 我 们 先 不 
管 那些 位 于 区 域 D 的 边界 
附近 的 不 方便 的 非 长 方形 的 
了 网眼- 局 来 表示 数 hsR, 中 
最 大 的 . 以 直线 x = $-; 和 
xz 一 去 为 界 的 条 形 中 可 能 在 
上 面 或 下 面 有 非 长 方形 的 网 
眼 . 在 图 32 中 图 示 了 这 种 带 图 32 
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形 的 上 边界 为 界 的 网 眼 的 例子 . 这 种 网 眼 {图 32 中 它们 共有 
3 个 ) 我 们 用 斜 线 标 册 , 完全 位 于 基 一 个 长 方形 内 , 这 长 方形 
底 边 长 等 于 所 , 而 高 很 显然 地 不 超过 池 十 28, 其 中 几 为 函数 
各 (7T) 在 区 间 [8- 9 名] 上 的 振幅 5 该 长 方形 在 图 32 中 也 画 出 
来 了 ). 如 果 有 充分 小 , 则 由 函数 gtx) 的 一 致 连续 性 , 任何 
si 入 及 任何 wi 十 26 都 可 以 小 于 任意 小 的 正 数 e, 因此 图 32 
上 所 描绘 出 的 这 类 非 长 方形 的 网 眼 的 面积 之 和 将 小 于 sh;， 
因而 整个 区 域 DD 的 边界 的 上 边 的 带 形 中 的 网 眼 之 面积 和 小 
于 ehi 二 也 一 a), 很 显然 ,对 该 边界 的 下 边 的 带 形 中 的 


全 部 网 腿 也 能 得 到 这 个 人 和 估计， 因而 所 有 的 “不 全 ”的 朵 上 服 的 总 
面积 不 超过 2e(8 一 a)， 从 而 在 和 {16) 中 相应 这 些 网 眼 的 部 
分 ， 其 绝对 信 不 会 超过 2MG 一 as (其 中 M 为 函数 {f(x， 
| 在 区 域 只 上 的 上 上 确 界 ), 因此 这 一 部 分 的 项 之 和 当 5 充分 
小 时 可 以 任意 小 . 所 以 在 今后 , 只 对 长 方形 网 眼 来 作 和 (16)， 
于 是 对 任意 分 划 , 当 ar 充分 小 时 , 我 们 仍然 有 17 一 S| < 6 
现在 就 有 


2 = 2 fs hk = he 2 全 
如 果 我 们 园 定 一 组 确定 的 值 ee ., 并 无 限 减 小 所 有 的 关 
R; = i Yl? 则 内 屋 的 和 Df én) 将 以 积分 
[fdy 
为 其 极限 . 为 方便 起 见 ,我 们 将 此 积分 写成 RS), 即 一 般 地 今 
F(z) = Pfe, ydy 
机 《3 


《积分 时 把 > 当 作 常量 , 因而 把 (x,y) 作为 单一 变量 y 的 函 
数 来 积分 ). 我 们 可 以 取 态 这 样 小 , 使 得 对 任何 i 都 有 
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| PC A 一 FOé,)| < EE, 
由 此 得 | 
[DNA -一 FS, hi Eh; 
且 z . 
[DF 2 fi 9k — 2 FE)h | = Is -一 DJ FS),) 
< ED Ah 一 eth — Aa}, 
最 后 , 对 充分 小 的 疡 ， 和 FCED)h; 很 显然 地 可 以 任意 趋 近 
于 极 根 
Feedz 
这 样 一 来 , 我 们 看 到 , 对 于 适当 选取 的 区 域 书 的 分 划 , 所 有 这 
3 个 差 ;: 了 一 $$ 一 2) FO)h; 以 及 > RD 一 | Feaa 


都 是 任意 小 ,从 而 其 和 了 一 FCz)dz 也 是 任意 小 . 但 是 7 一 
[Gear 是 不 焦 吉 于 任何 分 芝 的 ， 因 而 它 应 当 等 于 零 . 这 即 
是 说 ， 我 们 得 到 

由 (zyy)dxdy 一 fazf fe, y)dy， 


这 样 ,计算 二 重 积分 确实 化 成 了 两 个 逐次 进行 的 通常 的 积分 ， 
肉 层 的 积分 当然 与 有关 , 但 已 经 是 与 y 无 关 的 了 . 当然 , 不 
用 我 们 所 选 的 积分 顺序 ， 也 可 以 取 相 反 的 舌 序 ， 这 个 附注 有 
时 具有 实质 性 的 实际 意义 :由 为 可 能 发 生 这 样 的 事情 : 交换 
一 下 积分 次 序 ， 我 们 可 以 得 到 相当 容易 积分 的 贡 数 . 

各 分 的 一 般 蚌 想 . ”本 讲 就 要 结束 了 ， 在 最 终结 束 它 之 
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前 ， 我 们 还 想 从 更 一 般 的 观点 来 看 一 下 任何 一 种 积分 过 程 的 
基础 ， 死 不 管 是 通常 的 积分 或 者 多维 的 积分 甚至 更 为 一 般 的 
以 及 抽象 的 积分 . 

我 们 首先 是 涉及 某 个 空间 的 确定 的 区 域 D。 同 时 这 里 的 
术语 “空间 ”应 当 在 非常 广泛 的 意义 下 去 理解 ， 它 可 能 是 直 
线 、 平 面 以 及 我 们 通常 的 三 维 空间 ， 甚 至 任何 多 维 空间 以 及 
完全 另外 的 空间 ， 我 们 不 打算 在 这 里 给 出 这 个 术语 的 一 般 的 
定义 、 对 我 们 的 目的 而 言 ， 重 要 的 只 是 ， 首先， 空间 的 任意 
两 点 之 间 是 以 确定 的 距离 分 开 的 . 其次， 我 们 所 研究 的 区 域 
及 其 部 分 (“网眼”) 具有 确定 的 延伸 度 ， 这 个 延伸 庶 视 空 
闻 的 性 质 而 可 以 是 通常 的 长 度 、 面 积 、 体 积 等 等 ， 为 通用 起 
见 我 们 将 简单 地 称 之 为 我 们 空间 相应 部 分 的 “测度 ” 

” ”现在 设想 ; 在 区 域 D 上 分 布 有 某 种 物质 ， 希 望 这 个 字 服 
不 致 环 倒 你 们 一 一 我 们 不 打算 定义 物质 这 个 词 所 表明 的 概 
念 . 对 我 们 而 言 ， 物 质 就 是 某 种 守 本 ， 荣 种 在 区 域 的 全 休 


安 时 和 号 呈 是 


各 -一 企 识 能 销 各 由 示 疝 前 才 妆 分 布 于 已 知 区 域 六 上 的 生 ， 
例如 这 可 以 是 在 某 个 已 知 的 时 间 段 内 妖 落 到 某 个 平面 区 域 
上 的 降雨 量 . 毫 无 疑问 ， 对 于 建立 我 们 的 数学 对 象 而 言 该 物 
质 的 性 质 无 关 紧 要 ， 对 我们 重要 的 仅 是 我 们 所 研究 的 区 域 丰 
的 每 一 部 分 A 上 该 物质 有 一 个 确定 的 量 R(4)， 当 区 域 忆 用 
一 个 分 划 了 被 分 成 若干 部 分 (“网 腿 ”") 时 ， 物质 的 总 量 FCD) 
都 是 由 在 每 一 个 两 本 上 的 物质 的 量 相 加 而 成 ; 

FOD) 一 下 (和 ) + FAM) + 二 FLA,), 

在 我 们 所 讲 的 形式 格式 的 任何 现实 的 解释 中 , 区 域 DD 中 
一 定点 了 处 的 物质 的 “密度 ”概念 都 起 着 本 质 的 作用 ， 从 数 
学 方面 讲 ， 我 们 马上 就 要 看 到 ， 可 以 由 微分 过 程 来 定义 ， 若 
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4 是 区 域 D 的 任意 一 个 部 分 , 具有 确定 的 测度 ma, 则 自然 地 
称 比 估 仿 为 该 物质 在 区 域 A 上 的 平均 密度 . 这 是 物质 位 于 区 
域 A 上 每 个 单位 延 储 度 《 测 度 ) 上 的 平均 的 数量 ， 现 在 设 
是 区 域 上 的 任意 一 点 ， 如 果 我 们 用 一 个 直径 d(4) 很 小 的 
区 域 4 来 包围 该 点 (在 我 们 的 空间 中 任何 区 域 的 直径 都 是 完 
全 确定 的 , 因为 任意 两 点 之 闻 的 距离 已 有 了 定义 )}, 则 物质 在 
该 微小 区 域 4 上 的 平均 密度 刻画 了 该 物质 在 点 P 附近 的 秽 
密 的 程度 ， 而 如 果 这 个 平均 密度 ， 像 我 们 假设 的 那样 ， 当 区 
域 4 收编 于 点 时 ( QCA) ->0) 趋 近 于 确定 的 极限 疙 已 )， 刚 
我 们 将 称 该 极限 fCP) 为 该 物质 在 点 P 处 的 密度 ， 所 有 物理 
上 的 物质 一 质量、 电荷 等 等 的 密度 都 是 这 样 定义 的 ， 我 们 
看 到 ,物质 的 密度 了 CP) 是 我 们 空间 的 点 的 函 教 , 而 物质 的 总 
量 F(4) 则 是 区 域 的 函数 ,可 以 说 , 函数 FCA) 刻画 了 该 物质 
在 区 域 D 上 整体 的 《 即 关 于 区 域 的 ) 分 布 而 函数 fCP) 则 是 
刻画 了 局 部 《 即 关 于 点 的 ) 分 布 ， 如 果 给 定 函 数 FCA)， 则 可 
以 由 它 通过 某 种 微分 过 程 而 得 到 函数 /CP). 微分 过 程 的 实 
质 ， 从 原则 上 说 ， 最 好 是 直接 定 义 其 为 对 菜 个 现象 由 政体 的 
刻画 转 为 局 部 的 刻画 . 

但 是 现在 车 相反 地 假定 在 区 域 D 的 每 一 -点 PP 都 给 定 某 
种 物质 的 分 布 密 度 f(P), 并 要 求 确定 出 包含 于 该 区 域 上 的 
物质 的 总 量 下 (LD)， 这 个 问题 就 是 最 一 般 形 式 下 的 积分 问题 . 
从 所 研究 的 对 象 的 局 部 刻画 转向 其 整体 刻画 . 为 简单 起 见 , 设 
函数 f(P) 在 区 域 D 上 连续 (我们 假定 此 区 域 是 有 界 的 和 闭 
的 ,所 以 也 就 是 一 至 连续 的 )， 为 解决 我 们 的 问题 我 们 此 时 将 
区 域 D 分 成 直径 很 小 的 网 眼 ,4,,…,A,. 在 每 一 个 网 眼 入 


中 选取 任意 的 点 P,,fCP,) 是 比 人 全 的 极限 , 即 令 4 直径 无 
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限 碱 小 时 的 极限 . 这 里 4 始终 包围 点 已 ， 因 此, 如果 网 眼 入 
很 小 ， 则 
PD 一 双生 | < 
其 中 是 性 何 预先 给 定 的 正 数 ， 由 此 得 
FOMY — ema < FPOmA, < FIM) 十 smd, 
而 将 这 些 不 等 式 对 大 求 和 ， 我 们 得 到 


F(D) 一 emD < 9)f (PymA < FD) + emD, 


上 mm 了 


由 此 当 网 眼 直径 无 限 碱 小 时 取 极限 即 得 
lim Df (Pma, = FDY. 


这 样 ， 我 们 看 到 ,对 已 知 函 数 fCP》( 分 布 密度 ), 量 
FLD) ( 即 物质 的 总 量 ) 实际 上 是 借助 于 我 们 熟悉 的 积分 过 程 
来 定义 的 , 细 分 区 域 D 成 为 网 眼 4 , 选取 点 Pi, 对 所 有 的 网 
眼 构 造形 如 (Piyma 的 葬 积 并 求 和 ， 最 后 是 求 此 和 当 网 眼 
的 直径 趋 于 零 时 的 极限 . 

这 样 ， 从 我 们 的 非常 一 般 药 观点 看 来 ， 积 分 过 程 对 于 无 
论 什么 样 的 空间 , 都 是 知道 物质 在 所 考虑 的 基本 区 域 D 之 每 
一 点 的 密度 以 后 ， 青 确定 分 布 于 这 个 区 域 上 的 物质 总 量 的 方 
法 ， 任 何 这 种 方法 都 与 某 个 解决 逆 问 题 的 ) 微分 过 程 不 可 
避免 地 有 关联 ， 微 分 过 程 的 自 的 就 是 已 知 物质 在 每 个 区 域 上 
的 分 布 数 量 时 求 物 质 分 布 的 局 部 密度 ， 完 全 可 议 充 分 准确 地 
列举 出 所 有 基本 的 前 提 ， 并 在 此 一 般 的 抽 得 基础 上 建立 积分 
理论 ， 这 时 通常 的 积分 、 二 重 积分 以 及 其 他 专门 的 积分 都 成 
为 这 种 一 般 理 论 的 特殊 情形 ， 其 最 重要 的 性 质 就 一 劳 永 担 地 
由 这 个 一 般 理 论 所 确定 ， 而 不 需要 再 对 每 一 个 个 别 的 情形 去 
证 明了 . 


荔 教 的 级 数 懂 开 193 


第 七 讲 
画 数 的 级 数 展开 


级 数 作 为 研究 西数 的 工具 , 一 一 帘 级 数 展开 . 一 多项式 级 
数 , Weierstrass 定理 , 一 一 三 角 级 数 . -一 一 Fourier 系数 . -一 一 
平 雹 通 近 . -一 -三角 钵 数 系 的 封 闲 性. 一 一 具有 有 界 可 积 导 消 
数 的 应 数 之 Fourier 级 数 的 收 侣 性 . 一 一 对 任意 区 间 的 推广 . 


和 数 作 为 研究 如 数 章 工 共 . 当 我 们 给 出 正弦 和 余弦 其 
最 初 的 几何 定义 时 ,这 些 函 数 的 一 系列 最 重要 的 性 质 我 们 都 
是 从 其 定义 中 直接 推出 的 . 后 来 对 这 些 隔 数 引 和 了 通用 的 记 
号 sin z 和 cos + 但 这 些 “ 解 析 表 达 式 ”当然 对 了 解 它 们 所 表 
达 的 请 数 不 会 增 深 任 何 新 东 王 ,完全 类 似 于 ,人 以 f(x) 来 表示 
Dirichlet 应 数 时 ,我 们 对 该 函数 的 性 质 并 不 多 了 解 任何 新 东 
西 一 样 . 但 当 我 们 箭 晚 些 时 找到 了 三 角 函 数 的 新 的 解析 表达 
式 , 即 把 它们 表示 成 笑 级 数 

. 人 i Ek 
sin x 一 入 ;一 1 tn YT 


n=] 


“TT Di 1D" 7 
的 形式 时 ， 则 我 们 借助 于 这 些 表达 式 就 可 以 很 容易 地 建立 起 
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这 些 函 数 的 一 系列 性 质 ,这 些 性 质 从 其 最 初 的 定义 中 是 完全 
不 能 得 出 的 或 者 只 有 通过 很 复杂 的 途径 才能 得 到 . 首先 是 这 
种 展开 使 得 我 们 能 够 以 原则 上 最 篇 单 的 方法 对 自 变量 的 任意 
值 来 计算 三 角 函 数 的 值 . 在 第 三 讲 中 我 们 讲 到 过 对 于 解析 表 
达 式 的 过 分 迷信 所 隐 含 的 危险 性 . 实际 上 ,在 应 用 科学 的 代表 
者 中 间 时 常 遇 到 这 种 现象 的 有 害 的 后 果 , 对 此 已 在 适当 的 时 
候 谈 过 , 但 不 能 排除 在 现代 数学 家 中 有 时 也 会 遇 到 另 一 个 极 
端 ,可 能 带 来 的 危害 也 不 小 : 这 就 是 对 解析 表达 式 根 本 上 碍 
视 , 实 际 上 反 过 来 导致 对 函数 毫 无 办 法 .束手无策 . 

对 于 解析 表达 式 , 如 果 我 们 一 开始 就 以 主人 的 身分 对 待 
它 ,而 不 是 做 它 的 顺从 的 毫 无 头脑 的 附庸 ,如果 我 们 只 把 它 看 
作 是 一 一 服从 于 我 们 的 目的 和 意图 的 研究 函数 的 工具 一 一 则 
它 在 这 类 研究 中 可 以 起 到 巨大 的 决定 手 的 作用 ,并 用 能 带 来 
很 多 的 好 处 . 此 外 ,应 当 认为 下 面 的 情况 是 正常 的 自然 的 : 当 
一 个 数学 家 需要 研究 一 个 确定 的 冰 数 时 , 首先 就 要 寻找 这 函 
数 的 方便 的 解析 表达 式 , 从 表示 一 个 函数 的 这 种 解析 工具 的 
细节 中 ,在 多 数 情况 下 都 能 给 出 最 合理 的 方法 来 找 出 该 函数 
我 们 所 需 的 性 质 . 

从 作为 研究 函数 的 工具 这 个 意义 上 讲 , 在 各 种 有 力 的 解 
析 工 具 中 按 其 简单 ,灵活 ,明确 以 及 使 用 的 方便 而 言 , 毫 无 疑 
间 第 一 位 的 应 属于 函数 级 数 . 这 个 最 重要 的 解析 工具 的 思想 
很 简单 :我 们 想 要 研究 的 函数 可 以 表示 为 其 他 的 更 为 简单 的 、 
容易 研究 的 函数 的 序列 ( 即 表 示 此 函数 为 级 数 的 部 分 和 ) 的 航 
限 . 如 果 这 个 部 分 和 在 整个 所 研究 的 区 间 上 完全 趋 近 于 所 研 
究 的 函数 , 则 我 们 就 有 理由 从 这 个 近似 的 部 分 和 的 性 质 来 估 
计 所 研究 函数 的 一 些 性 质 一 -尽管 只 是 近似 地 研究 , 特别 地 ， 
会 对 自 变 量 的 某 个 值 近似 计算 这 些 部 分 和 的 值 ,我 们 同时 也 
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就 有 办 法 近似 计算 所 研究 函数 的 相应 的 值 ， 

用 什么 样 的 通 数 作为 我 们 的 展开 式 的 元 素 最 方便 .最 适 
合 呢 ? 即 选 什么 函数 作为 表示 所 研究 函数 级 数 的 项 ,最 便于 蒂 
助 我 们 研究 函数 ?对 此 问题 ,我 们 当 热 不 指望 有 唯一 的 答案 适 
用 于 所 有 情形 . 这 几乎 完全 取决 于 所 研究 的 函数 的 性 质 以 及 
我 们 对 沙 数 所 提出 的 问题 的 性 质 ,只 是 必须 指出 ,有 几 种 最 重 
要 的 函数 级 数 类 值得 推荐 起 这 种 作用 ,因为 每 一 步 都 可 以 应 
用 它们 ,这 样 就 自然 地 要 求 创立 相应 的 一 般 理 论 ; 这 里 首要 的 
是 宕 级 数 ( 其 中 展开 式 的 元 素 是 自 变 量 的 整数 次 睾 一 首先 
是 非 负 整数 次 只 ) 和 三 角 级 数 ( 其 元 素 形 式 为 Sin kr ,cos Er, 
其 中 上 = 王 0,1,2…)》 但 是 ,在 很 多 情况 下 ,作为 展开 式 的 元 
素 更 方便 地 并 不 是 选 这 类 最 简单 的 “万 能 的 "函数 ,而 完全 是 
另外 的 请 数 ,尽管 不 是 这 样 简单 ,但 是 按 其 性 质 而 言 , 同 所 研 
究 的 函数 有 着 更 为 密切 的 联系 (例如 所 谓 边界 问题 中 的 “特征 
画 数 ”). 一 般 地 讲 选择 展开 式 的 形式 的 基本 指导 原则 应 当 是 
不 抱 任何 偏见 ,这 样 就 能 在 最 大 的 程度 上 在 每 个 个 别 问 题 上 
考虑 到 这 个 问题 的 全 部 特征 . 以 下 ,我 们 只 简单 地 诉 一 下 与 关 
于 冰 数 展开 为 宕 级 数 和 三 角 级 数 有 关 的 原则 上 最 重要 的 问 
题 . 

杖 级 教委 开 . 我 们 知道 , 宕 级 数 的 收 伍 域 总 是 某 个 区 间 
《可 以 是 开 的 , 闲 的 或 半 开 的 ), 此 区间 以 --， 和 > 为 端点 . 函 
数 fCz) 应 当 具 有 什么 样 的 性 质 才能 在 该 区 间 上 有 有 收 语 的 展 
开 式 


fx) 一 da’ 


呢 ? 我 们 知道 ， 函 数 f(x) 当然 应 当 存 开 区 间 ( 一 +,/) 上 连续 
第 四 讲 , 第 110 页 ); 但 这 还 远 远 不 够 我 们 首先 来 证 明 当 
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一 r<T<<r 时 落 数 f(z) 应当 在 点 x 性 有 导数 , 同时 我 们 还 要 
证 明 , 该 导数 户 (z) 可 以 表示 为 塞 级 数 


Sinasz™!, (1) 


它 是 由 上 面 给 出 的 级 数 通 过 逐 项 求 导 而 得 出 的 ,并 且 它 也 在 
开 区 间 〈 一 r,r) 上 收 敏 . 在 证 明 中 需要 始终 注意 到 ,无 论 
f(z) 的 导数 的 存在 性 , 或 者 级 数 (1) 的 收 钱 性 , 我 们 都 没有 
颈 先 给 定 ， 因 此 这 商 件 事实 都 是 应 当 在 讨论 过 程 中 证 明 的 . 

- 设 |z|<r 且 设 p 是 介 于 |z1 与 + 之 间 的 任意 的 数 ， 当 
1 <P 一 |zj} 时 我 们 有 1z 十 4|<p<r 且 因 而 有 


jz 十 外 = Yatlr t+ hy", 


由 此 得 
(十 六) 一 Fr) (十 让) 一" 
dT NT _ 了 “二 下 一定 


二 Sythy 十 Ry(thy 市 


其 中 设 
Sw(#h) 一 Sa, 人 
则 二 章 
二 Kx 十 下)7 一 :ie 
Ruth) = 4 人 十 ) 一 和 
一 1 
因为 


pitpr helte + xl! 
一 | -人 

oo—|z| ~p~—izl" 

故 当 护 f<o 一 zl 时 有 


[Ry < 可 : > as 
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但 。<r, 因而 上 上 面 的 不 等 式 的 右边 , 作为 收 化 级 数 
小 1a.tpr 的 余 项 , 对 充分 大 的 N 会 变 得 小 于 任何 任意 小 的 


关 王 由 
正 歼 s， 这 也 即 是 说 ， 如 果 NN 充分 大 日 |h]<<p 一 |z|， 赠 有 
[Roh) [<s， 
且 困 而 有 
SuCh) ec Et SD gk) +e. 


恕 果 我 们 现在 固定 N 不 变 而 令 上 及 趋 近 于 零 , 则 和 和 Sw(4) 很 显 
然 地 将 以 和 


N 


访 wy 一 2 rT! 
为 极限 ， 因 而 上 面 的 不 等 式 使 我 们 可 以 断定 ， 量 
人 z+ 如 一 作 z} 的 上 极限 和 下 极限 与 量 Sw 之 差 都 不 会 大 于 


e， 雪 而 它们 彼此 间 的 差 不 会 超过 2e， 由 的 任意 性 可 得 出 这 
些 极限 披 此 相等 , 即 


存在 且 与 和 Sw 的 关 不 大 于 。 e: 
[fF (Cr) Sn| Ss, 

这 里 只 用 了 唯一 一 个 条 件 ， 即 N 充分 大 . 但 这 即 表 明 级 数 
(GD) 收 伍 且 有 和 疡 (z)， 这 也 即 是 说 , 我 们 已 完全 证 明了 命 
题 . 

这 尽 一 来 ， 以 等 级 数 来 表 出 的 函数 应 该 不 仅 连 续 而 且 也 
应 可 微 ,， 但 这 还 是 小 事 ， 我 们 刚刚 看 到 (x) 是 用 收 合 于 |z| 
<r 的 各 级 数 来 表示 的 ; 根据 刚刚 证 明 的 定理 , 在 开 区 间 
(一 +r ,+) 上 处 处 都 应 存在 着 二 阶 导 数 "xr)， 继 续 讨 论 下 去 ， 
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hp 在 某 个 区 向 内 以 幕 级 数 表 示 的 函数 应 站 


日 和 


要 刘 和 和 和 和 


让 部 训 忆 表示 成 同一 个 (同上 仙 部 名 站， 北 级 数 是 人 已 
知 的 级 数 重复 进行 相应 次 数 的 逐 项 求 导 而 得 到 前 国 此 
fix} = Save’, Pen = Dnawer, 
且 一 般 地 有 
fr) 一 Dn 一 1 一 十 十 1)ae"t 
在 此 式 中 令 z= 二 0， 我 们 就 得 到 
FE Rl is 
由 此 得 
a= 0 0 (二 12 ). 
这 样 我 们 也 就 同时 证 明了 范 数 的 靠 级 数 展 开 的 唯一 一 性 且 找 出 
了 该 展开 式 的 系数 通过 这 个 函数 在 z* 一 0 时 的 各 稚 导 数值 表 
达 的 式 子 ,这 也 即 是 说 一 般 地 有 :如 果 函 数 fxz) 能 够 展开 为 
本 级 数 , 则 此 展开 式 的 形状 一 定 是 


fir) = i 0 “. (2) 


网 


这 即 是 所 谓 Maclaurin 级 数 . 令 z 一 a 十 及， Fe 二 站 一 0 
并 且 把 它 当 作 太 的 函数 展开 ， 我 们 就 得 到 
pr = 5) 安 人 pe， 
再 回 到 原来 的 记号 ， 我 们 得 到 更 一 般 的 Taylor 级 数 ， 
f(z) -也 Dr — ay", C3) 


把 所 有 这 些 事实 同 我 们 在 第 五 讲 中 说 到 过 的 Taylor 公 
式 和 Maclaurih 公式 进行 比较 ， 问 题 会 变 得 特别 她 明了 . 在 
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那里 我 们 没有 讲 到 无 穷 级 数 ; 我 们 把 
R.Cz) = fx) — > A 


称 为 已 知 的 Maclaurin 公 趟 的 杂项 汉 研 究 了 项 当 为 无 穷 小 
时 的 性 质 . 现在 我 们 看 到 了 就 是 这 个 量 揭 性 质 决定 了 函数 
Fr) 展开 为 圭 级 数 的 问题 . 但 在 第 五 讲 中 我 们 假定 了 xn 是 固 
定 的 而 让 z 趋 近 于 零 , 现在 则 相反 地 我 们 应 当选 定 某 一 个 x 
值 并 县 固 定 它 , 而 令 数 4 无限 增加 .条件 : 
lim RC 一 必 

很 星 然 地 是 公式 (2) 成 立 的 必要 面 且 充 分 的 条 件 . 通常 ， 一 
个 淆 数 是 否 可 以 展开 为 Maclaurin 级 数 ， 是 要 通过 对 余 项 的 
研究 才能 证 明 的 ， 而 余 项 又 有 驳 种 形式 ， 从 中 又 要 选 定 某 一 
种 . 这 些 余 项 形式 中 , 有 一 些 我 位 在 第 五 讲 中 已 经 讲 过 ， 这 
些 形式 中 的 化 一 个 对 此 目的 而 言 最 为 方便 一 一 这 当然 完全 取 
关于 我 们 想 要 展开 的 哨 数 的 性 质 . 

正如 我 们 在 上 图 所 看 到 的 , 想 在 某 个 给 定 区 间 上 展开 为 
睁 级 数 的 函数 ,应 当 在 该 区 间 的 每 一 个 内 点 处 具有 任何 踢 的 
时 数 . 反之 ; 因为 其 备 这 些 性 质 的 每 一 个 湛 数 在 该 区 间 的 每 
一 点 < 附近 者 可 以 形式 地 写 出 Taylor 级 数 (3) 来 ， 则 就 产生 
了 一 个 诱 人 的 假设 , 各 阶 导 数 存在 这 一 条 件 对 于 将 某 一 函数 
展开 为 大 级 数 也 会 是 充分 的 . 但 是 ,这 是 不 对 的 首先, 可 
能 有 这 样 的 情况 ， 对 于 已 知 消 数 形式 地 写 出 的 Mactaurin 级 
数 (2) 对 任何 xz 天 0 都 是 发 散 的 . 但是， 更 加 有 意 息 的 是 这 样 
一 种 情况 ， 对 茶 个 壬 数 所 建立 的 Maclaurin 组 数 是 收敛 的 ， 
但 它 却 可 能 完全 不 是 以 此 联 数 为 和 , 而 是 以 田 一 个 区 数 为 
和 和 ， 这 种 情形 的 一 个 例子 已 经 成 了 经 典 的 例子 ,， 它 就 是 渍 数 
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二 er (rx), 
0 { 工 一 人 7. 
容易 算出 ， 当 x 一 0 时 函数 本 身 以 及 它 的 各 阶 导 数 都 变 为 零 . 
因此 其 Maclaurin 级 数 的 全 部 系数 都 等 于 等 ， 所 以 这 级 数 的 
和 对 xz 的 任意 值 都 为 0 而 不 是 如 上 式 所 示 的 函数 . 

顾 便 说 一 下 ,由 此 得 出 , 我 们 已 经 看 到 ,已 知 喧 数 展开 
为 畦 级 数 的 方法 只 有 一 种 , 但 反 过 来 任何 收 伍 的 乔 级 数 就 次 
不 只是 一 个 国 数 的 Maclaurin 级 教 ， 而 是 泥 穷 密 个 省 数 的 
Maclaurin 级 数 ， 实际 上 , 设 /(z) 是 某 个 者 级 数 的 和 ,该 级 
数 正 如 我 们 看 到 的 ， 是 f(z 的 Maclaurin 级 数 ， 很 显然 地 ， 
这 时 本 数 族 zl 十 ap 人 zy 中 所 有 的 画 数 都 以 这 个 级 数 作为 其 
Maclaurin 级 数 ( 其 中 为 任意 实数 , 而 glx) 则 是 我 们 上 面 定 
义 的 函数 )， 当 然 , 这 族 函 数 中 只 有 一 个 能 用 此 级 数 表 示 ( 即 
为 该 级 数 的 和 ). 

虽 项 式 想 款 ，Welerstrass 定 本. 因为 顶级 数 的 部 分 和 
序列 是 次 数 逐 步 增 加 的 多 项 式 ， 则 任何 能 展开 为 客 级 数 的 消 
数 F(x) 都 可 以 近似 地 用 多项式 来 表示 而 精确 到 任意 的 程度 
更 确切 地 应 该 这 样 说 , 如 果 函 数 Fr) 能 用 守 级 数 来 表示 ,其 
收 伍 半径 等 于 >， 则 对 任何 正 数 o<r 以 及 对 任意 的 e 汪 0 党 
存在 有 一 个 多 项 式 , 它 与 rz) 的 差 对 区 间 [ 一 ,站 上 的 腑 : 
的 z 都 小 于 ss (我们 不 能 对 区 间 ( 一 rr 断定 这 一 点 ， 尽 管 - 
还 是 开 的 , 因为 在 开 区 间 上 一 个 矢 级 数 的 收 傅 性 可 能 是 不 
致 的 )， 回想 一 下 我 们 在 第 五 讲 中 讲 到 Taylor 公式 以 及 
Maclaurin 公式 时 说 到 过 一 个 函数 通过 多 项 式 来 近似 表达 的 
问题 . 

侣 是， 如果 任何 能 够 展开 为 曙 级 数 的 函数 都 能 用 多项式 
近似 到 尾 意 的 精确 程度 , 则 逆 命题 至 少 是 并 不 显然 . 如 果 在 
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一 个 区 间 [a ,5j 上 , 应 数 f(x) 可 以 用 多 项 式 几 示 到 任意 预先 
给 定 的 精确 度 ， 从 这 一 点 出 发 , 很 显然 , 还 不 能 得 知 此 函数 
在 征 么 点 上 能 展开 为 群 级 数 ， 这 个 说 明 有 着 重要 的 原则 性 的 
意义 . 实际 上 ， 孙 数 的 多 项 式 形式 的 近似 表达 是 我 们 赖 以 研 
究 这 些 琐 数 的 最 重要 的 工具 之 一 从 另 一 方面 讲 , 我 们 了 
解 . 群 级 数 上 展 开 只 对 较为 狭窄 的 陋 数 类 可 能 ， 基 至 其 有 任意 
阶 导数 的 图 数 还 不 能 全 部 包含 在 这 个 函数 类 中 . 所 以 pg 可 展 
为 笑 级 数 , 这 本 身 就 是 一 个 十 分 苛刻 的 要 求 . 这 也 时 是 说 ， 
如 果 可 以 用 多 项 式 近 和 似 表示 是 明 数 的 大 级 数 可 展开 性 的 必要 
条 柏 的 话 、 则 这 种 (十 分 珍贵 的 } 可 展开 性 是 只 有 很 狭 窑 的 一 
类 国 数 才 具 有 的 . 
实际 上 事情 是 另 一 种 情况 ， 原 来 一 个 函数 可 以 存 某 个 区 
间 . 上 用 多 项 式 近似 表示 到 任意 精确 度 的 必要 而 且 充 分 的 每 件 
只 是 它 在 该 区 间 上 的 连续 性 . 这 也 就 是 说 , 於 至 外 外 不 可 微 
的 函数 也 可 能 有 这 样 的 近似 表示 . 连续 性 的 必要 性 当然 是 很 
明显 的 : 能 够 以 多 项 式 近 似 表 示 到 尾 意 精确 度 的 函数 是 多 项 
式 ( 当然 是 连续 沙 数 ) 的 一 致 收敛 序列 ( 即 是 一 致 收敛 的 级 数 
有 的 和 和) 的 极限 , 因而 根据 熟知 的 定理 (第 四 讲 , 第 103 页 ) 也 应 
,已 连续 的 . 至 于 这 个 必要 条 件 同 时 又 是 充分 条 件 , 这 件 事 
元 学 分 析 的 最 深刻 的 .最 重要 的 事实 之 一 ， 它 就 是 著名 的 
icrstrass 定理 的 内 容 . 我 们 米 证 明 这 个 定理 . 了 在 此 , 正如 
要 看 到 的 , 我 们 要 从 离 题 稍 远 的 地 方 谈 上 起 . 
我 们 来 研究 积分 


了 现在 熟知 该 定理 的 许多 各 上 自 不 同 的 证 咀 ， 我 们 在 此 选用 -个 
从 方法 论 上 镶 最 有 意义 的 证 明 . 
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+1 
7 = | (1 一 wey"du; 
-1 


很 显然 ， 对 任何 至 一] 过 了 都 是 正 数 . 我 们 将 积分 区 域 
分 成 两 部 分 , 即 分 别 来 研究 积分 


K, 一 wd 
它 分 布 在 区 间 ( 一 上-) 上 ( 当 很 大 时 是 一 一 个 很 小 


3 
的 区 间 ), 以 及 区 间 余 下 部 分 上 的 积分 


LL. = | {1 一 wu: "du, 
$e 1&1 


元 实质 上 是 两 个 积分 的 和 ,， 分别 分 布 在 相应 的 区 入 (一 1， 
一 可 三 ) 以 及 (二 ,了 七 ， 当 无 限 增加 时 ，K, 的 积分 区 域 
收缩 于 9 点, 反之, ,的 积分 区 域 则 扩大 且 趋 近 于 覆盖 闭 个 
区 间 [ 一 1,1]. 我 们 现在 来 证 明 ,尽管 对 很 大 的 值 , K. 的 
值 几乎 就 是 六 的 值 的 全 部 ， 而 积分 的 值 却 仅仅 占 这 个 值 
的 可 以 略 而 不 计 的 一 小 部 分 .当然 , 这 是 因为 当 ” 很 大 时 被 
积 栈 数 (1 一 we)" 只 对 很 小 的 1x1 值 才 多 少 有 显著 一 些 的 值 ， 
而 对 相对 较 大 的 1 | 信 ， 被 积 施 数 都 是 向 不足 道 地 小 该 

数 的 图 形 可 见 图 33 中 
引 理 ， 当 n~oo 时 , 全 i 1 Fi . 


因为 这 两 个 关系 式 中 的 每 个 都 很 明显 地 是 另 一 个 的 推 
论 , 所 以 只 要 证 明 其 中 任何 一 个 就 足够 了 . 

在 积分 到 中 ,被 积 番 数 利 显然 地 当 ,z| 一 * 人 时 达到 最 
大 值 Q 一 a~3)"， 因为 积分 区 域 是 区 间 [--1,11 的 一 部 分 , 所 
以 有 
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SS 


NE 


= 一 一 一 一 -一 一 一 了 


图 '33 


La (ny 2. 
从 另 一 方面 讲 , 很 显然 有 | 


上 一 二 . 
1, > 全 wdu > (1 — nt) ,nn3, 
一 中 训 1 
因而 有 | 
L, (1 一 2 二 | 
< ln . 
村 1 1 一 土生 
4 
但 是 
3 
ln i —1. 4 < 一 1 一 也- 和 
1—n-3 1— 工 -3 4 
4 4 
计 一 和 
< 4 , 
所 以 
L, . 1 
nde 4， 


DD 大 家 都 熟悉 ,对 任何 x 关 0 有 十 工 之 e”, 最 简单 的 证 明 是 求 
西数 e* ~ 1 一 > 的 最 小 值 
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或 者 令 半 寺 一 =， 
F< 

但 当 #-> 吃 时 有 zoo, 而 此 时 ze 一 00, 所 以 
Lim 上 ~- D。 


二 I, 


这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 

我 们 对 积分 1, 所 做 的 详细 的 研究 对 于 Weierstrass 定理 
这 样 一 个 如 此 一 般 的 命题 可 能 具有 什么 样 的 音义 呢 ? 在 数学 
分 析 中 , 在 证 明 具 有 特别 大 的 普遍 性 的 定理 时 要 应 用 很 专门 
的 分 析 工 具 . 这 远 不 是 这 种 情形 的 唯一 例子 , 而 在 我 们 的 例 
子 中 这 个 很 专门 的 工具 就 是 积分 I.， 这 个 积分 的 什么 样 的 性 
质 才 使 得 它 成 为 证 明 Weierstrass 定理 的 方便 的 工具 呢 ? 正 
是 在 我 们 所 证 明 的 引 理 中 表现 出 来 的 性 质 , 这 也 即 是 说 ,您 
看 到 了 我 们 所 叙述 的 Weierstrass 定理 的 这 个 证 明 ， 可 议 作 
为 是 数学 分 析 的 讨论 的 方法 论 上 有 教 益 的 例子 . 

现在 我 们 设 第 定 了 一 个 在 区 间 [0,1] 上 连续 的 任意 的 画 
数 f(z)， 并 把 积分 


1 上 
P(r) = 六 | fo Cv Oo rh dv 
Hu 


Fe 
ml 


这 里 简单 地 给 以 证 明 . 注意 到 当 < 半 0 时 e* = 二 1 十 z 十 十 


了 工 _: -一 人 2 
> <， 因此 =e pr 


hr 


鲜 译 者 注 . 请 读者 注意 , 存在 许 许多 多 函数 有 类似 天 的 诈 积 困 
数 人 一 好? 的 性 质 . 它们 在 三 角 级 数 , 概 率 论 , 偏 微 分 方程 甚至 物 旭 中 
应 用 其 广 . 直到 20 记 纪 40 年 代 末 出 现 了 “广义 通 数 论 ”, 才 明白 ， 它 的 

实质 即 是 所 谓 了 序列 而 从 者 这 本 书 是 40 年 代 中 每 成 的 . 
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作为 zx 的 国 数 来 研究 ，P.(z) 很 显然 地 是 2n 次 包 项 式 ( 因 为 
被 积 函 数 是 这 样 的 多 项 式 ), 用 "一 z 十 x 来 作 积分 变量 变换 ， 
我 们 得 到 

P,(z) = a fu + x1 — ui)rdu. 
设 0 过 e811 有 a 所 7 所 BB， 此 时 

一 TIT 一 1 一 PESl1~ ZX. 

因此 如 果 n 这 样 大 , 使 得 na- 不 大 于 数 «与 1 一 8 中 较 小 的 一 
个 , 即 as<minfe,1 一 8 ， 则 有 

pe (oar). 
由 此 ,可 以 把 P. 7 各 入 本 万 


et 
但 著 以 M 来 表示 应 数 1f(z) 1 在 区 间 [0,1]. 上 的 最 大 值 , 很 显 
然 我 们 有 


并 ;ye 十 TI 一 wi "de 


< a ! i — Wt)"du 一 ~ 0， 


这 是 令 w~co 时 由 上面 证 明 的 引 理 得 到 的 ， 和 


x 无 关 ， 故 该 式 的 左边 当 xc 时 在 全 区 闻 [w, 的 上 关于 zx 一 
致 地 趋 近 于 零 . 设 


(站 + t+- 站 re + TZ) — wiydu = RX), 
这 样 一 来 我 们 就 有 
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1 
1, 


而 且 当 ->o2 时 在 区 间 [a.81i 上 一 致 地 有 R(x) 一 0. 

你 们 大 概 已 经 猜想 到 ， 我们 想 找 的 近似 表达 函数 f(z) 
的 多 项 式 , 正 是 P(x); 如果 是 这 样 ， 则 您 应 当 看 清楚 了 证 
明 的 下 一 步 的 方案 : 由 于 当 # 充分 大 时 量 R(x) 是 一 致 的 无 
穷 小 ,只 项 证 明 上 面 关 于 P,5Cz) 的 等 式 的 右边 的 第 一 项 在 整 
个 区 间 [a,8] 上 的 近 于 f(x}) 邯 可 , 而 这 几乎 是 很 显然 的 ， 因 
为 积分 号 下 的 f(u 十 xt) 与 f(x) 之 差 是 个 无 穷 小 ， 因为 包含 
于 积分 区 间 内 的 |z| 的 值 是 可 以 忽 赂 的 很 小 的 量 ; |4|<<n-3， 
以 rz) 来 代 换 ftw 十 x), 我 们 也 就 得 出 表达 式 f(z) 守 来 代 
替 整 个 第 一 项 ， 它 由 我 们 的 引 理 当 *-*co 时 是 趋 近 于 f(x) 
的 .为 要 完成 证 明 ， 只 要 形式 完全 严格 地 进行 这 个 讨论 即 
可 .最 简单 的 是 对 此 应 用 第 一 中 值 定理 (第 六 讲 , 第 171 页 )， 
由 此 得 


一 于 
P(x) = |- ft TI "du + Rr), 


-1 . 
[sf + a) — udu = fz + On $)K,, 
其 中 一 1<9<<1， 这样 一 来 ,我 们 得 到 
[Ft) ~ PY)| = | fr) — fer + bn) 人 Rr)| 


< re 一 f(r 二 如- 二 全 十 1R,Cx)|,- 
设 e>0 为 任意 小 .正如 我 们 已 经 了 解 的 那样 ， 对 于 充分 大 的 
az 有 


IRAAz) < (oar 人 Ep), 


函数 的 级 歼 蝴 开 207 


从 另 一 方面 讲 , 因为 当 n>oo 时 池 1， 而 亩 数 f(x) 在 整个 
区 间 [0,1] 上 一 致 连续, 克 当 充分 太 时 

[ff ton-i) 人 < 二 (or AP) 
这 样 一 来 ,对 充分 大 的 n 有 


fn) P(r) |< + oe (eSrep). 


换言之 , 当 nm 一 ce 时 多 项 式 P(tz) 在 区 间 [a,8j 上 一 致 趋 近 于 
崩 数 f(z). . 

Weierstrass 定理 以 此 得 证 ; 我 们 只 需 去 掉 几 个 不 太 重 
要 的 限制 : 首先 , 我 们 应 当 从 特殊 的 区 间 [0,1] 转 向 任意 的 
区 间 [a ,六 ; 其 次 ， 我 们 应 当 证 明 Weierstrass 定理 所 要 求 的 
一 致 近似 不 仅 是 在 整个 包含 于 (4,5)2 内 的 任意 区 间 [a' ,六 ] 
上 成 立 ( 我 们 的 情形 正 是 这 样 ， 因 为 我 们 的 区 间 [a, 的 正 是 整 
个 包含 于 (0,1)? 内 的 任意 区 间 )， 而 且 应 是 也 在 整个 区 间 [fa， 


5 上 成 立 ， 
为 达到 第 一 个 目的 ,我 们 设 i 
Py, 二 a 十 (以 一 2a)y (a 和 TT 和 站 ， 


Tr}= /at th—a}y)=y), 
区 间 [a,5] 上 连续 ,， 则 函数 gty) 在 区 季 [0,11] 上 连续 . 今 4 过 


全 译 者 注 . 原 书 作 [a;, 绰 ,19;1], 现 改 为 开 区 间 ， 因为 证 明 是 想 
设 0D<a<pel, 而 不 是 0OSe<ps1. 整个 包 售 于 [0,1] 内 的 任意 区 间 自 
然 伺 有 fo,1] 本 身 . 而 上 面 恰 好 不 许可 ea 一 0,8=1, 否 则 二 芝 min {a， 
1 一 让 就 不 可 能 了 , 按 109 页 注 , 这 就 是 在 (0,1)* 内 部 ". 
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ar<p < 设 
42 一， 全 2 一 p， 0<<a<p< 一 1. 
由 于 我 们 刚刚 证 明了 对 任意 的 es>0 都 可 以 找到 这 样 的 多 项 
lo) — Piy) le (ocyp)} 


或 者 改写 成 
(fr) Pt) <e (a xh) 
但 很 显然 地 


一 
) 


lx)= PF 


是 关于 工 的 多 项 式 而 且 与 PCz) 次 数 相同 这 也 即 是 说 , 在 
任意 区 间 [a,8] 上 连 疆 的 汀 数 了 Cr) 可 以 在 整个 落 在 区 间 (a， 
5 内 的 任何 区 间 [e ,8 上 以 任意 的 精确 度 一 致 地 通过 多 项 式 
来 逼近 
最 后 ,为 取消 这 第 二 个 限制 , 我 们 再 次 设 孙 数 fCx) 在 区 
闻 [La, 引 上 连续 ,并且 令 
fia) (alr )， 
re {ar}, 
fH HETEb+1). 
很 显然 , 函数 F(x) 在 区 间 [a 一 1,8 十 13] 上 有 定义 且 连 续 、， 区 
加 Le ,5 整个 地 包含 于 上 面 的 区 间 内 . 根据 刚刚 证 明 的 结论 ， 
它 应 该 可 以 在 区 间 [a,8] 上 以 任意 的 精确 度 用 多 项 式 来 一 至 
地 到 近 , 但 因为 在 此 区 间 上 记 (z) 圭 f(x), 则 上 述 事 实 对 冰 
数 zz 也 正确 这 样 Weierstrass 定理 有 最终 得 到 证 明 . 


是 加 唱 和 和 昨 


多 项 式 级 数 的 和 . 因为 例如 如 果 用 PCz) 表示 与 f(z) 的 差 在 
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整个 区 间 [4,6] 上 都 小 于 二 的 多 项 式 (P,(x) 的 存在 是 刚刚 证 
明了 的 ), 则 级 数 
Pitz)+ Ptr}— PIT LP, Cr — PP, (xr), 
《其 各 项 都 是 多 项 式 ) 很 显然 地 在 区 间 [a, 门 上 一 致 收敛 于 阴 
数 f(z)， 
三 角 玻 数 . 我 们 称 形 如 


了 十 > tacOs aT 二 Pisin nr) ,| 


的 级 数 为 二 角 级 数 因为 该 级 数 的 所 有 项 都 是 以 2x 为 周期 
的 周期 函数 . 所 以 该 级 数 的 和 也 具有 同样 的 周期 性 .所 以 ， 
如 果 我 们 要 展开 为 这 种 级 数 的 效 数 不 县 有 这 种 周期 性 的 话 ， 
则 只 有 在 长 度 不 超过 2r 的 区 间 上 和 寻找 它 的 展开 式 才 有 意义 . 
因为 这 种 周期 性 ， 所 有 关于 级 数 (4) 的 讨论 都 只 要 在 某 个 确 
定 的 长 度 为 2r 的 区 间 上 , 壁 如 在 区 间 [ 一 x,x] 上 进行 就 行 了 . 

我 们 首先 提出 三 条 考虑 . 由 于 这 些 考 虑 ,在 某 些 情 况 下 
把 画 数 展开 为 级 数 (4) 比 展开 为 靠 级 数 更 为 合理 . 

1) 正如 我 们 所 了 解 的 ， 宕 级 数 展 开 只 对 于 具有 任意 阶 
半数 的 话 数 才 有 可 能 ( 即 令 是 这 样 昔 刻 的 要 求 一 般 说 来 还 不 
是 充分 条 件 ); 反之 ， 正 如 你 们 将 要 看 到 的 ,对 于 函数 展开 为 
级 数 (4), 远 为 平凡 的 前 提 条 件 就 足够 了 . 特别 地 ,这 种 展开 正 
如 你 们 将 要 看 到 的 , 只 要 一 个 函数 的 导数 是 有 界 且 可 积 的 0 


OD 译 者 注 ， 可 能 读者 会 认为 凡 导 函 数 一 定 可 积 . 这 是 一 个 大 的 
误解 ,而 谋 解 的 来 源 正 是 由 于 把 微分 和 积分 看 成 简单 的 逆 运 算 ,请 注 


意 , 微 积分 的 基本 定理 | 户 (zydz 二 (8) 一 fa) 并 不 是 对 一 切 rz) 
都 成 立 的 ， 它 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 (x) 连续 . 
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就 行 了 , 同时 连 这 个 条 件 也 还 不 是 必要 的 . 

2) 级 数 (4) 的 项 是 波状 的 周期 函数 ,这 个 波状 的 周期 性 
的 某 些 特性 对 该 级 数 的 部 分 和 仍 能 保持 一 一 一 般 说 来 ,这 是 
各 级 数 所 设 有 的 拍 点 . 因此 各 所 研究 的 贸 数 表现 出 才 少 有 点 
像 是 波 的 趋势 (如 在 力学 ,物理 学 ,生物 学 ,经 济 学 中 时 常 过 到 
这 类 旺 数 ) , 则 我 们 完全 有 理由 期 望 ,用 三 负 级 数 的 部 分 和 来 
模仿 该 消 数 的 性 质 要 比 用 之 级 数 的 部 分 和 多 项 式 更 好 一 些 . 

3) 最 后 , 作为 级 数 (4) 的 项 的 三 角 函 数 具有 一 个 重要 的 
性 质 , 它 在 极 大 的 程度 上 使 得 研究 三 角 级 数 或 对 它们 进行 运 
算 变 得 容易 得 多 ， 而 短 级 数 的 项 完全 没有 这 个 性 质 . 这 个 性 
质 就 是 曰 数 系 

i sin PT cos nr Cn=1],2,.) (5) 

的 所 谓 正 交 性 . 其 含义 是 该 盘 数 系 中 任意 两 个 不 同 的 函数 的 
乘积 在 任何 长 度 为 2x 的 区 间 上 的 积分 都 等 于 零 ( 这 一 点 或 者 
你们 已 经 知道 ,不然 的 话 , 证 明 起 来 也 很 容易 ; 上 只 要 对 积分 
号 下 的 敢 积 应 用 初等 三 角 中 的 积 化 和 差 公式 就 行 了 )， 这 个 
著名 的 性 质 的 重要 性 难于 估计 : 其 至 远 比 三 角 消 数 复杂 得 多 
的 肾 数 ， 只 要 它们 能 构成 正 交 系 ， 则 在 许多 情况 下 都 可 以 用 
它们 组 成 级 数 而 成 为 研究 函数 特别 方便 的 工具 ， 三 角 泡 数 系 
《5) 的 许多 性质 都 是 任何 正 交 系 的 普遍 具有 的 性 质 , 这 导致 
建立 这 个 钞 数 系 的 完整 的 .独特 的 理论 ， 这 个 理论 在 现在 已 
得 到 广泛 的 发 展 , 并 和 且 包 售 了 数学 分 析 中 许多 重要 的 .深刻 
的 事实 . 中 


@， 译 考 注 . 作者 这 里 讲 到 的 理论 现在 通常 称 为 调和 分 析 , 它 不 但 
是 当前 分 析 数学 的 主流 之 一 , 而且 几乎 在 一 切 应 用 领域 中 都 成 了 不 可 
缺少 的 工具 : 
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Fourier 系 直 . 在 客 级 数 的 情形 我 们 已 经 看 到 ,级 数 的 
系数 很 容易 确定 ， 只 要 知道 被 展开 的 隙 数 及 其 导数 在 二 0 
时 的 值 就 行 了 .对 于 三 角 级 数 自然 也 首先 提出 这 个 问题 ， 设 
函数 f(r) 在 区 间 [ 一 x;w]. 上 能 展开 为 一 - 至 收敛 的 级 数 (4)》， 
对 等 式 


A(x) = 2 十 >») (acos AT 十 Bsin nx) 
中 二 1 


的 两 边 琵 以 cos kz ,其 中 是 数 珊 0,1,2,… 中 的 一 个 我们 
很 容易 地 得 知 羡 数 F(z)cos kr 也 表示 为 某 个 一 致 收 敦 的 级 
数 ， 所 以 ,对 所 得 到 的 等 式 两 边 在 区 间 [ 一 x,x] 上 积分 时 ， 对 
右边 的 级 数 我 们 可 以 逐 项 积分 (参见 第 四 讲 , 第 106 页 ). 但 
由 于 三 角 忠 数 系 的 正 交 性 ,该 级 数 的 所 有 项 的 积分 都 等 于 
零 , 除了 唯一 一 项 以 外 ， 这 一 项 就 是 积分 ， 


| eaDS2 kT dr 一 ao 上 十 2 ZR 


这 里 我 们 设 &> 0 当 上 一 0 时 我 们 得 到 了 唯一 的 不 为 零 的 积 
分 则 是 


tr 一 rars {6} 


dr = ra， 
aa 
(4) 的 第 一 项 通常 才 写 做 学 ). 这 也 即 是 说 , 对 任何 >=0 我 们 
有 
| .feryeos kr dr = was, 

或 者 

a = | flr)yeoskrdzr (R00) (7) 
以 类 似 的 方式 我 们 也 可 得 到 
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六 一 二 | firjsinkrdr (k= 1;2,.). (8) 


公式 (7) 和 08) 也 就 解决 了 我 们 提出 的 问题 一 一 将 级 数 54) 的 
系数 以 该 级 数 所 表示 的 图 数 表 示 出 来 . 这 些 公式 正如 你 们 所 
看 到 的 , 图 数 f(x) 其 至 一 阶 导 数 的 存在 都 不 需要 ， 对 任 柯 可 
积 兄 数 ,系数 和 和 都 可 以 通过 这 些 公 式 确定 . 它们 通常 被 
称 为 这 个 可 积 函 数 f(x) 的 Fourier 系数 ,而 由 它们 构成 的 级 
数 (4) 则 被 称 汶 该 消 数 的 Fourier 级 数 ( 尽 管 从 式 (7) 和 (8) 是 
Euler 首先 得 到 的 ). 但 是， 从 这 里 不 能 得 出 (从 人 逻辑 方面 来 
说 ,这 里 完全 与 我 们 在 研究 历 级 数 寺 所 各 到 的 情形 相 类 似 ) 
对 我 们 的 可 积 函 数 所 建立 的 Fourier 级 数 是 收敛 的 , 而 且 即 
令 它 收 伍 的 话 ， 则 从 前 面 所 作 , 无 论 怎 样 也 不 能 推出 其 和 应 
是 衣 数 f(x)， 实 际 上 也 确实 存在 着 这 样 的 情形 : 对 可 积 函 数 
所 建立 的 Fourier 级 数 有 时 却 是 发 散 的 ,至今 为 止 我 们 已 证 
明 的 一 切 可 以 这 样 表述 ， a 


得 


冯 即 它 采 数 休 以 通过 六 甸 数 向 公 式 (7) (8) 表示 出 来 
在 Maclaurin 级 数 的 情形 我 们 得 到 了 完全 类 似 的 结论 ,不同 
的 只 是 那里 我 们 并 不 特别 要 求 一 致 收 化 性 ， 因 为 从 宕 级 数 的 
性 质 本 身 得 知 ， 大 在 整个 沙 在 收 竹 区 城内 的 任何 区 间 上 具 一 
致 收 敏 性 . 

很 显然 , 三 角 级 数理 论 的 基本 任务 在 于 确定 这 样 的 条 
件 ， 使 得 某 函 数 成 为 其 Fourier 级 数 的 和 .对 这 个 问题 有 许 
多 人 和 作 过 大 量 的 研究 , 写 出 了 大 量 的 研究 著作 .今后 我 们 只 
研究 与 此 问题 有 关 的 几 个 最 简单 的 结果 . 

圣 均 般 近 . 但 是 我 们 首先 要 指出 ,怎样 在 研究 一 个 完 
全 另外 的 问题 时 会 出 现 Fourier 系数 . 现在 我 们 设 有 在 区 间 
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[一 x,;xj 上 有 界 且 可 秘 的 函数 f(z). 希望 对 它 找 出 一 个 “nr 阶 
三 角 多 项 式 ” 形 式 的 近似 表达 式 


{ry = py 十 > 《ercoOs kA 十 Bsin Kx ), 
4=1 


并 且 问 , 应 当 怎 样 选 摔 系 数 a,pB; 才能 使 这 个 近似 尽 可 能 精 
确 ， 当 然 , 我 们 这 样 提出 的 问题 还 是 没有 确定 性 的 ， 因 为 我 
们 还 没有 确定 以 什么 样 的 量 来 度 重 所 得 到 韵 近 航 式 是 否 很 
好 .很 明显 , 选择 这 种 量 有 很 广泛 的 任意 性 ， 例如 我 们 可 以 
取 差 
[fer) — Hr) | 

在 一 x 所 Tz 仿 x 上 的 上 确 界 作为 我 们 近似 式 的 误差 . 另 一 个 可 
用 以 合计 这 样 或 那样 的 近似 式 的 误差 的 量 是 


二 f(x) 一 H(z) dz 
最 后 也 可 以 用 积分 
| C9) 


来 估计 这 个 误差， 这 最 后 一 个 表达 式 从 数学 形式 上 讲 木 仅 在 
理论 探索 中 ,而且 在 实际 计算 上 是 最 为 方便 的 ， 因 为 它 没有 
用 到 在 解析 运算 中 时 常 带 来 困难 的 绝对 值 符号 .我 们 要 来 讲 
讲 最 后 这 个 知 计 误 差 的 公式 .与 这 个 确定 的 误差 值 相关 的 近 
似 方 法 在 数学 上 通常 称 之 为 “平均 还 近 ” 

现在 控 在 我 们 面 肪 的 完全 确定 的 任务 是 选择 数字 , ， 
使 积分 (9) 得 到 可 能 的 最 小 值 ， 很 显然 ,这 个 积分 是 2n 十 1 
个 变量 so,m ,让 yayp 的 函数 ,因此 我 们 这 里 是 一 个 多 元 
靖 数 的 极 小 值 同 题 ， 但 是 这 个 癌 题 的 特殊 性 质 使 得 解 央 它 时 
可 以 不 用 微分 学 的 方法 . 

把 积分 (9) 改 性 为 形式 
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| FCrydz 十 |- Ts(r)dz 一 ?| FTIH, Crdx, 
以 ai,bs 来 表示 函数 fir) 的 Fourier 系数 , 很 显然 , 我们 由 
公式 (7) 和 (8) 得 到 
| fd < {se 十 之 Cae 十 ba) |. C0Y 
从 另 一 方面 讲 , 如 果 我 们 注意 到 
| CS 下 了 过 二 一 [ sin? 于 交 过 工 二 XT， 


则 函数 组 (5) 的 正 交 性 容易 给 出 
| md = "各 十 > 《at 十 8)|. 11} 
比较 (10) 式 和 (11) 式 , 并 利用 初等 的 关系 式 


Cry 2— Fa; 一 (CO 


各 -一 2 六 一 CH) bb? 


我 们 得 到 
人 严 ceodaz 一 2 Foz)DCz)dz 
一 «| 十 Dc 一 和 十 【8 一 5 上 
一 | 加 十 Dr + 
因而 有 


| Creep 一 也 casdz 
-| (rdz 一 "(名 + Co ie | 


上 zt 二 < ce 十 人 [Ca 一 202 十 (8 一 下 
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右边 只 有 最 后 一 项 与 数字 wm,& 有 关 ， 因 此 我 们 只 需要 找 出 
这 最 后 一 项 的 最 小 值 . 但 因 其 所 有 的 项 都 非 负 ， 因 而 只 有 当 
所 有 这 些 项 都 变 为 零 时 ， 即 当 

6 一 友人 一 和 一 (一 1，2) 
计 ， 它 才 得 到 其 最 小 值 ( 零 》) 这 也 即 是 说 ,我 们 所 提出 的 问 
题 的 管 当 是 | 在 所 有 的 阶 三 角 和 多 现 式 中 ， hed 


和 
归 和 


| 


个 三 二 角 多 项 式 ， 则 有 
cf) — PP KxzJadz 


一 |_ f(r)dr 一 r| 只 十 > (a 十 52) }. 
这 个 关系 式 局 时 还 证 明了 一 个 很 重要 的 命题 : 因为 左边 很 妮 
然 是 非 负 的 ， 则 我 们 对 任何 有 


全 十 > Ca + < 去 | fx) qx, 
因为 此 不 等 式 的 右 映 与 4 无 美 ， 玖 左边 的 和 当 n 增加 时 是 有 
办 的. 换言之 ,对 任 一 个 有 办 可 积 函 数 fx)， 级 数 


Dar + 6 ) 
收 伊 ， 特别 地 ， 由 此 得 个 每 一 个 这 样 的 销 数 的 Fourier 系数 


完全 是 以 初等 的 方法 得 到 的 结果 对 于 Fourier 级 数 

地 沦 有 着 很 大 的 意 允 
三 外 向 数 隶 的 封闭 性 . 正如 我 们 在 星 级 数理 论 中 看 到 
的 ， 同一 个 级 数 有 可 能 是 无 穷 多 个 不 同 函 数 的 Maclaurin 级 
数 . 对 Fourier 级 数 类 似 的 现象 也 是 可 能 的 吗 ?y 这 个 问题 同 
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三 角 函 数 系 (5) 的 一 个 重要 的 性 质 紧密 联系 着 . 如 果 级 数 (4) 
是 其 个 在 区 间 [ 一 x,m]j 上 连续 的 且 互 不 相同 的 画 数 f(x}) 和 
f(z) 的 Fourier 级 数 ， 则 这 意味 着 这 两 个 函数 所 有 相应 的 
Fourier 系数 都 庶 披 此 相等 , 因 谭 这 两 个 函数 的 善 
fr)= fr ftr) 
在 区 间 [ 一 xr,mj 上 虽然 不 恒 等 于 零 , 但 其 所 有 的 Fourier 系数 
都 等 于 零 ， 但 这 一 点 很 显然 由 (7) 和 (8) 等 价 于 命题 ， 函数 
F(x) 与 组 (5) 中 的 任何 函数 都 正 交 , 也 即 是 说 , 此 时 正 交 组 
(5) 就 是 常 说 的 不 封闭 的 , 即 还 可 以 夷 加 新 的 不 恒 等 于 零 的 函 
数 ,， 使 得 扩大 后 的 冰 数 组 还 是 正 变 的 . 很 显然 , 道 命 题 也 是 
对 的 : 如 果 组 (5) 不 封闭 ， 则 添加 的 与 组 (5) 的 所 有 函数 都 正 
交 的 一 数 f(x) 其 所 有 的 Fourier 系数 都 为 零 ， 但 此 时 组 合 
tr af (zr) 

的 所 有 函数 都 具有 同样 的 Fourier 系数 (其 中 的 a 为 任意 的 
实数 ). ”| 

我 们 指出 , 实际 上 组 (5) 是 封闭 的 , 换言之 , 任何 与 组 
(5) 中 的 所 有 函数 都 正 交 的 连续 函数 应 当 便 等 于 霍 . 

设 六 z) 是 这 样 的 函数 . 很 显然 , 这 时 对 任何 三 角 多 项 式 
Tt 有 


| AmDTezydz = 0, 


我 们 醋 已 假设 f(x) 不 是 恒 等 于 零 ， 为 确定 起 见 设 它 当 zz 二 a 
时 Fe)>0， 这 时 从 我 们 熟知 的 函数 的 连续 性 理论 中 ,我 们 


中 如果 不 滞 加 任何 连续 性 的 要 求 ， 所 提 的 问题 的 解决 则 是 平凡 
的 : 因为 两 个 只 在 某 一 个 点 上 互 不 相同 的 阔 数 很 显然 地 其 拟 有 的 
Fourier 系数 都 被 此 相同 , 
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可 以 得 到 这 样 的 正 数 c 和 5, 使 得 当 一 x 之 a 一 8 所 I 太 0 十 间 之 
x 时 有 
fx, 
现在 我 们 来 研究 表达 式 
_ 上 十 cDs( 一 Ge 

了 Cr) 一 工 ] 4 

按照 二 项 式 公 式 进 行 秉 方 , 我们 对 画 教 TsCz) 得 到 形 如 
了 全 一 > cceosdz 一 6 

的 表达 式 , 但 从 三 角 学 中 熟知 ,任何 龙 cos”x 都 可 以 表示 为 
函数 

COS TOS ZT yOS HT 


的 党 系数 线性 组 合 ( 证 明 它 只 和 需 很 简单 地 用 完全 归纳 法 )， 这 
也 即 是 说 我 们 得 到 


Tx} = Sdcos rer ays 
最 后 注意 到 


COGS Ft-— a =ceos ro cos rr sin re sin rr, 


我 们 很 显然 地 得 到 表达 式 
T(r) = > 十 > 《arcos rr Bsinrer), 


其 中 心 ,是 常 系数 . 这 也 即 是 说 , 函数 了 ,Cx) 对 任何 都 是 
三 骨 和 多项式, 因此 


.reoprsczodz =0 (= 1,2,0). (12) 
战 另 一 方面 讲 , 我 们 想 一 下 ,对 于 很 大 的 nn， 函数 工 ,(x) 的 性 


中 很 显然 在 我 们 的 条 件 下 可 以 认为 «是 区 间 [ 一 x,x] 的 内 点 . 
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状 的 基本 特点 如 何 , -因为 函数 + 一 号 在 区 间 [ 一 x,] 
上 很 显然 地 界 于 0 和 1 之 间 , 同时 它 仪 当 z==a 时 才 等 于 1， 
则 当 很 大 时 量 工 ,txz) 韭 负 A， 当 x 二 a 时 等 于 1 且 对 一 切 离 a 
稍 有 一 点 距离 的 任何 位 置 都 小 得 微 不 是 道 ， 换言之 , 它 的 变 
动 和 图 33 中 撕 述 的 那 类 图 形 ( 第 204 页 ) 是 问 样 类 型 的 , 只 
有 一 点 还 别 ， 即 党 将 区 间 [ 一 1;1j] 代 之 以 区 间 [ 一 ww]j ,最 大 
值 的 位 置 x 三 0 代 之 以 点 X= 二 起 

由 此 我 们 下 一 步 讨 论 的 计划 已 经 有 骨 朗 ， 因为 当 » 的 和 值 很 
大 时 函数 了 T,(z) 在 区 间 [a 一 8,x 十 引 ] 之 外 变 为 微不足道 地 小 . 
故 积 分 (12) 的 相应 部 分 也 是 微不足道 地 小 , 因此 其 符号 取决 
于 积分 


(fT) dz (13) 
的 符号 ; 而 因 积分 号 下 的 了 ,Cx)>0 以 及 f(z)>e, 则 只 需 证 
明 ; 积分 (12) 中 被 我 们 抛 开 的 部 分 按 绝对 值 来 讲 是 比 正 的 积 


分 (13) 要 小 得 多 ， 则 积分 12) 就 不 可 能 等 于 零 ， 因而 也 就 时 
致 了 子 盾 . 我 们 现在 把 必要 的 估计 做 下 去 . 设 


十字 
| FT, x)dz — Hi, 


广 十 | jezyrvcodz = 1,, 
因此 
0 一 | fT dr = + 1 


中 译 者 注 ., 请 把 这 里 的 证 天 与 证 表 Weierstrass 定理 前 方法 相 比 
较 ， 就 知道 , 它们 都 是 用 的 同样 的 技巧 , 只 不 过 (1 一 wi)" 搞 成 了 


cl 十 os 一 oy 
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注意 到 等 式 寺 ees 代 一 全 一 cos? <， 我 们 得 到 


1 六 of eos™ 一 一 dr 一 e|_cos” dy 
_- ze|a -一 sins "dys 
但 对 已 知 的 积分 区 域 有 
OCsin pi ， Qcos 广安 1， 
因此 


上 
了 1 人 2c| (1 一 sin 二 Jreos 之 dy 
2 2 


或 者 令 sin 六 一 之， PR 全 dy = dx, 


in3 
n>4| ?1 sdr= 
[i 


n 十 
而 因为 对 充分 大 的 括号 内 的 表达 式 很 显然 地 大 于 性 , 故 有 


a 
1 tl ‘1 sin ») 2s 


2c . 
五 一 了 14) 
另 一 个 方面 如 果 我 们 以 M 来 表示 阔 数 f(z) 在 区 间 [L 一 x， 
x] 上 的 最 大 值 并 注意 到 在 构 三 1; 的 那 两 个 积分 的 积分 区 问 


内 . 


ODS cos $, 
因而 
了 Cx) Seos”S 和 
山 我 们 得 到 


| 了 | SMeos™ (a8-t na—6) 


<2rMeos™ =2xMp", . 15) 


220 第 七 讲 


这 里 设 
P=—=c0s’ Sl. 
因为 +I=0, 故 | 了 |==|1:|， 由 此 据 (14) 及 (15) 有 
几 2 于 Le 
2rMp > (nt pp > 


但 这 就 得 到 我 们 要 找 的 矛 厦 . 国 为 当 n 王 oo 时 np" 一 0. 外因 而 
不 可 能 对 任意 的 ” 都 大 于 正 的 常数 :7 

这 也 即 是 说 , 我 们 已 证 明了 正 交 函数 组 (5) 的 封闭 性 . 
正如 我 们 己 经 看 到 的 , 由 此 得 出 已 知 的 三 角 级 数 (4) 不 可 能 
是 一 个 以 上 的 连续 范 数 的 Fourier 级 数 . 特别 地 ， 如 果 这 个 
级 数 一 致 收 人 证， 则 其 和 是 以 此 级 数 为 其 Fourier 级 数 的 唯一 
的 连续 邯 数 . 

具有 有 界 可 积 导 曲 数 购 沾 数 巡 Fourier 级 就 的 收效 性 . 
现在 我 们 来 证 明 , 任何 以 2x 为 周期 的 具有 界 且 可 积 的 孚 四 
数 的 函数 f(r), 都 可 以 展开 为 一 致 收敛 的 三 角 级 数 ( 它 当然 
是 其 Fourier 级 数 )， 

我 们 约定 以 ai,54 来 表示 函数 (x) 的 Fourier 系数 ， 而 
以 ao ,好 来 表示 卫 数 户 (z) 的 Fourier 系数 .此 时 分 部 积分 得 


Ta 一 | Fryeos kr dr 


一 (on EE] | (Cr)sin 并 dr 一 一 全 和 


和 re 一 0Cz*o0), 正 如 我 们 在 第 


中 放 nln 太一 zx: 得 nr 一 


in 


205 真 股 广 儿 中 看 到 的 那样 . 


函数 的 级 数 展 开 221 
以 同样 的 方式 得 ww 一 侍 . 今 后 我 们 将 为 方便 计 应 用 所 谓 
Cauchy- Schwarz 不 等 式 


(Pum) < < Daw 3 
它 对 任意 的 实数 ww 以 及 任意 的 成立, 中 
注意 到 
Cos 志 T 十 Bsin kT 


x 【一 酚 cos krias sin kr), 
我 们 贝 不等式 


Cocos pT Pain py =a + — Casin pg— eos 出: 
十 部 
对 mn 得 到 


大 一 上 


s， Cacos kx + bsin kxY 


| 


Ns 


有 


立 
起 ( 一 br eos 上 站 Sin ry 


A 
4 
wi 

站 i 
[Ma 


wr 


Cb COS kT 十 a Sin 天 二 有 
= 是 一 旺 
< 1 之 有 
pi 


但 级 数 > 点 收敛， 同样 地 ,级 数 


D 证 明 2 Gor 十 ww)? 和 作为 x 的 函数 , 是 二 次 三 项 式 , 且 尖 论 何 
时 均 是 菲 负 的 , 因而 其 判别 式 


Ct Daw)? — 
i=1 


Sua > wa] < 
是 好 
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Co 


> Car? 十 pu2) 


也 收 敏 (参见 第 217 页 )， 因 为 we 和 上 如 是 有 界 可 积 冰 数 户 (z) 
的 Fourier 系数 .因而 最 后 一 个 不 等 式 的 右边 的 两 个 因子 当 
1 ceo 以 及 于 人 4 时 郁 趋 近 于 霍 fGauchy 准则 !)， 这 就 表明 
有 


lim 之 ， {axcos Rr 十 Pisin kr) 一 0, . 

并 上 且 它 对 工 是 一 致 成 立 的 , 因为 上 面 的 不 等 式 的 右边 是 与 x 
无 关 的 . 但 这 由 Cauchy 准则 也 宕 明 级 数 (4) 是 在 区 辣 [ 一 x， 
tj] 上 一 致 坡 襄 的 ， 以 s(x) 来 表明 级 数 的 和 ,我 们 看 到 , 级 数 
《4) 辣 时 是 歼 数 f (2) 和 s(x) 的 Fourier 级 数 . 但 现在 我 们 已 
经 知道 这 些 连 续 函 数 应 当 是 和 恰 等 的 , 这 样 我 们 的 命题 完全 得 
证 . 

三 角 级 数 的 现代 理论 证 明了 出 我 们 研究 过 的 函数 类 广阔 
得 多 的 应 数 类 之 Fourier 级 数 的 玖 仇 性 ,但 是 , 这 种 推广 也 
不 可 能 太 远 ， 因 为 我 们 总 知 : 走 译 有 一 些 连 续 范 数 ， 其 
Fourier 级 数 并 不 是 对 所 有 的 x 值 都 收敛 的 ， 这 里 我 们 当然 
不 可 能 详细 地 涉及 此 一 领域 的 问题 . 我 们 只 要 注意 到 有 大 量 
的 文献 ， 也 有 教科 书 专门 讲 三 角 级 数理 论 , 而 且 这 理论 中 至 
今 还 有 大 量 重 要 的 问题 没有 得 到 解决 , 因而 自然 地 吸引 了 许 
多 人 去 全 究 它 . 

对 任意 区 闻 的 推广 至今 为 止 我 们 只 讲 到 定义 在 区 间 
[一 rr 上 的 本 数 ， 且 只 在 此 区 间 上 去 寻找 一 个 函数 的 三 角 
级 数 展开 式 . 这 里 我 们 实质 土 还 暗中 假设 了 Fn 二 (一 x)， 
因为 只 有 在 这 个 条 件 下 范 数 /zxz) 才 可 能 在 整个 闭 区 间 [ 一 r， 
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x] 的 任何 点 处 展开 为 形 如 (4) 的 级 数 . 0 现在 我 们 应 该 来 看 一 
看, 怎样 才能 摆脱 这 些 限 制 ， 因为 很 明显 的 ， 三 角 级 数理 论 
要 能 得 到 较为 广泛 的 应 用 , 只 有 在 我 们 掌握 了 把 定义 在 任意 
区 间 的 阴 数 展开 为 三 角 级 数 ,并且 不 要 局 期 性 为 前 担 才 行 . 

首先 ; 很 显然 地 (其 实 我 们 在 一 开始 就 证 明了 }) 有 : 如 果 
我 们 以 长 度 为 2r 的 任意 区 间 [a ,a -27] 来 代替 区 间 [ 一 x ,xj 
作为 我 们 讨论 的 基础 ， 所 有 的 讨论 都 不 需要 改变 ， 只 要 有 
f(a 十 2x) 二 了 f(a) 就 行 了 . 这 也 即 是 说 ,我 们 的 叙述 中 表明 ， 
只 对 所 研究 的 区 阁 的 长 麻 有 要 求 ， 而 不 考 虚 它 的 位 署 . 对 于 
晒 束 则 只 要 求 它 在 已 知 区 间 端 点 处 的 值 相 等 . 

现在 设 我 们 想 要 把 定义 在 完全 任意 的 区 间 [a,8] 上 的 且 
不 受 周 期 性 条 件 限制 的 函数 ftx) 展 开 为 三 角 级 数 ， 像 以 往 
一 样 , 我 们 将 只 假设 函数 f(z) 在 区 间 [a ,5] 的 每 一 点 处 可 和 帘 
且 其 导电 数 在 此 区 则 上 有 界 直 可 积 . 

首先 假设 5 一 a 过 2x. 很 显然 ， 我 们 可 以 有 无 数 种 方法 在 
区 间 [aya 十 2xj 上 定义 一 个 洋 数 广 (z)， 它 在 该 区 间 上 具有 
有 界 的 可 积 导 国 数 , 并 满足 条 件 f(a 十 2r) = 二 了 * te), 且 在 
区 间 [a,5] 的 任何 点 处 都 等 于 函数 fcc)， 根据 我 们 前 功 证 明 
过 的 ， 通 数 广 (rz) 在 区 间 Laye 二 2x 上 可 以 展开 为 一 致 下 伍 
的 三 第 级 数 ， 很 显然 , 在 区 间 [a, 乓 上 该 级 数 了 地 表示 函数 
六 xz)， 也 即 是 说 ， 我 们 已 完全 解决 了 我 们 提出 的 问题 . 

现在 设 5 一 ae>>2r， 此 时 我 们 首先 取 任 意 的 数 玉 >>5 且 在 
区 则 Le, 关上 年 义 函 数 f* (zx), 使 得 它 在 该 区 池上 具有 有 有 有 界 
的 可 积 导 旺 数 且 满 足 条 件 (9p) 一 产 (ta), 并且 在 区 间 [a， 
b1 的 任意 点 上 等 于 f(x)， 如 果 我 们 除 此 以 外 还 要 求 "人 87) 


全 ” 译 者 注 . 只 有 这 样 , fir) 才 是 以 2 为 周期 的 . 
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二 f/f''(a)《 这 当然 总 是 可 能 的 ), 并 且 将 函数 f* (zx) 向 区 间 
[ae ,5 之 外 辐 两 个 方向 作 周 期 性 的 延 折 ， 则 我 们 就 得 到 周期 
为 产 一 2 一 2 >2x 的 周期 晴 数 产 (z)， 它 在 任何 区 间 上 都 有 
有 界 且 可 积 的 导 郴 数 ， 并 且 在 区 间 [a,8j 上 同 f(x) 的 导 函 数 
相等 ， 

现在 设 


xz 一 二 y， 一 了 (二 力 一 w): 
因为 y 当 工 从 一 ! 变化 到 ! 时 , 遍 取 区 间 f 一 r, 扣 之 一 切 值 ， 
则 函数 yxy) 在 区 间 [ 一 x;*] 上 具有 有 界 的 可 积 导 请 数 ， 同 时 
多 一 和 一 广 ( 一 站 一 太 Dp. 
由 我 们 的 定理 ， 范 数 wy) 的 Fourier 级 数 在 区 间 [--_-x,xj 上 一 
致 收敛 手 该 函数 ， 


oy) = 他 十 > 《CCOS ny bsin nny) 【一 fy 妇 T)。 
但 由 此 很 显然 地 (y 一 子 z) 有 


f(r) = 2 十 > (a.c08 zr 十 二 sin zx) (16) 


而 且 在 区 间 一 :* 魏 xz 所 ! 上 是 一 致 收 介 的 , 因为 请 数 cos 字 z 


与 sin Tr 同 汞 数 六 (xz) 一 样 有 周期 21， 则 展 并 式 (16) 对 整 


个 数 轴 上 也 一 致 收 合 . 由 此 特别 地 得 出 , 在 区 间 [a,5] 上 一 至 
地 有 


Ar) = 2 十 > CaCOs x + bsin < i xx 。 


这 样 一 来 ， 我 们 看 宽 ， 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 土 遇 开 为 
三 角 级 数 ， 与 级 数 (4) 的 区 别 仅 在 于 ; 展开 式 中 我 们 用 具有 
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21 为 周期 的 函数 cos 他,sin 全 xz 代替 周期 为 2x 的 函数 
cos mrisin nz 虱 为 基本 元 素 ， 这 个 结果 最 好 不 过 地 解决 了 我 
们 所 提出 的 问题 ， 因 为 我 们 当然 预先 就 明白 ,了 因为 (4) 的 各 
项 部 以 2x 为 周期 ， 所 以 定义 在 区 间 [e, 们 上 的 函数 Ar) 一 般 
说 来 是 不 可 能 用 它 米 表示 的 (因为 5 一 e 六 2r)， 

我 们 还 应 看 一 看 怎样 对 隔 数 f(z) 找 出 表示 它 的 级 数 的 
系数 a,5,， 为 此 我 们 注意 到 ， 按照 最 开始 时 的 定义 


a = | wo)eas ky dy, 


bi = 二 | gly)sin ky dy. 
令 y 一 了 zx， 我 们 得 到 
上 
从 二 | 到 了 cos & dx 
1 
一 了 | f° x)cos kr dr 
di { 


一 | f(ricos hr dr, 


且 类 似 地 有 


和 一 了 | 7 (z)sin xd 
因为 满足 所 提 一 切 条 件 的 函数 f* (z+) 有 无 穷 多 个 ， 则 由 
效 数 f(z+) 在 区 闻 (a,5) 上 给 出 的 ai 和 所 还 不 是 唯一 确定 的 ， 
这 不 应 使 我 们 感到 惊奇 ; 级 数 (15) 只 是 在 长 度 小 于 该 展开 式 
的 元 素 的 周期 2 的 区 闻 [a ,5 上 表示 函数 f(x)， 完 全 与 我 们 
最 初 了 解 的 情形 相似 ,我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 不 同形 式 的 级 


数 (4)， 可 以 在 区 辣 [一 x,w] 的 任何 部 分 区 间 { 但 不 是 在 整个 
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的 区 间 ) 上 表示 函数 f(x). 


中 译 者 注 . 如 果 站 zx} 在 [ai5] 上 可 微 , 且 Fo 一 Fo Pr 有 
界 可 积 ,， 则 不 论 6 一 ao>2x 或 <2x, 只 要 作 一 个 变换 y= 一 z 十 Ed ， 


这 里 于 一 上 一 4 则 (zr) 一 gxy) 作 为 y 的 精 数 就 在 区 癌 [一 x,mj 上 可 微 ， 
罗 Cy) 有 界 可 积 , 且 适 会 pC 一 1) 一 p(x)， 所 以 p(y) 可 志 展 开 为 cos ay， 
sin ry 的 Fourier 级 数 . 由 Py) 再 回 到 x) 的 方法 和 本 书 讲 的 是 一 样 
的 一般 教科 书 都 是 这 样 处 理 的 . 问题 在 于 ， 本 书 作 者 关心 的 是 必须 
有 拓 一 一 Fr 。， 所 以 才 采 用 了 以 上 的 讲法 . 但 这 就 有 一 个 尘 洞 ， 反 
而 4 一 “一 2r 时 上 者 讲 的 办 法 不 能 用 了 . 因为 不 可 能 再 使 f(a} = ft8)， 
可 见 jz) 非 周期 的 问题 是 不 可 各 免 的 .详细 一 点 的 数学 分 析 教 材 中 都 
讨论 过 这 个 问题 . 值得 注意 的 是 , 这 种 情况 在 应 用 中 可 丙 说 更 为 常见 ， 
不 过 人 们 都 不 去 过 问 这 个 问题 了 . 
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第 八 讲 


微分 万 程 


基本 概念， 和解 的 存在 性 ，- 一 - 解 的 唾 一 仁 ，- 一 解 对 
参数 的 依赖 性 ， 一 一 变量 赫 模 .一 一 方程 组 和 高 阶 方程 . 


基本 概念 .在 第 六 讲 的 末 昆 我 们 说 到 了 ， 从 总 位 思想 
来 讲 ， 和 任何 积分 过 程 的 目的 者 在 于 按 其 已 知 的 局 部 特征 来 建 
立 所 考 菩 对 象 的 总 和 的 “整体 的 ”特征 ， 这 个 方向 的 问题 在 
以 数学 分 析 为 工具 的 任何 应 用 科学 中 都 是 相当 大 量 地 存在 着 
的 ， 但 是 ， 这 类 问题 对 数学 工具 的 极其 多 种 多 样 的 要 求 远 非 
积分 一 一 通常 的 积分 或 者 多 元 积分 一 一 这 样 一 些 初等 工具 所 
能 满足 的 . 这 种 最 简单 的 积分 工具 只 在 较 少 的 最 原始 的 情形 
下 才 对 解决 所 提出 的 隔 题 合用 . 

最 常见 的 情况 常 是 这 样 的 : 所 研究 现象 的 已 知 的 局 部 特 
征 导 致 建立 微分 方程 〔 即 联系 自 变 量 、 函 数 及 其 不 同 阶 的 导 
数 的 方程 ) ,其 中 的 未 知 量 恰恰 是 找 述 该 现象 的 整体 特征 的 函 
数 ; 求解 所 提 的 问题 从 数学 上 化 为 解 某 个 微分 方程 组 ， 即 盟 
结 为 定 出 含 于 这 些 方程 中 的 未 知 阔 数 ， 这 个 数学 问题 比 简单 
地 求 消 数 的 积分 要 复杂 得 多 ， 后 者 从 微分 方程 理论 的 驳 点 看 
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只 是 其 最 简单 的 而 和 且 是 平凡 的 特例 ， 这 一 点 表现 在 ， 一 旦 我 
们 把 某 个 类 型 的 微分 方程 的 求解 化 成 了 最 简单 的 求 画 数 积分 
的 问题 ， 就 认为 这 个 问题 已 解决 了 《所 以 在 微分 方程 理论 中 
通常 就 说 化 为 “ 求 积 ”). 

研究 某 些 很 简单 的 例子 对 我 们 将 是 有 益 的 ;看 一 看 已 知 
的 现象 的 局 部 特征 是 怎样 产生 出 微分 方程 的 ， 方 程 的 解 又 怎 
样 给 出 这 个 现象 的 总 和 的 整体 表述 ， 

设想 有 一 个 容积 为 a 升 的 容器 装 满 了 水 ， 里 面 溶解 有 某 
种 盐 ， 设 有 液体 连续 地 流 过 该 容 回 ， 在 单位 时 间 中 向 其 中 注 
人 人 上升 纯净 的 水 且 从 中 流出 同样 升 数 的 溶液 。 设 还 知道 在 某 
个 初始 时 刻 :一 0 时 容器 内 有 上 千克 盐 ， 我 们 想 要 知道 经 过 t 
个 单位 时 和 后 我 们 的 容器 里 还 留 有 的 盐 的 数量 x 千克. 

在 所 提 的 问题 中 给 了 我 们 这 一 现象 的 什么 样 的 局 部 特征 
啤 ? 我 们 知道 ,从 容器 中 以 单位 时 间 5 升 的 速度 流出 溶液 2， 
在 已 知 的 时 刻 : 容器 保留 有 未 知 的 x 千克 趟 ,而 因为 容器 的 


容积 是 a 升 , 则 每 升 溶液 合生 千克 盐 ,而 4 升 溶液 则 含 经 千克 


盐 . 这 就 开明 ,如 果 从 时 刻 : 开始 的 单位 时 间 里 ,溶液 的 浓度 
不 变 ( 却 保持 它 在 时 刻 : 的 数值 ), 则 在 此 单位 时 间 内 容器 中 


盐 的 数量 将 减少 择 千克 . 因而 容器 中 盐 的 数量 减少 的 速度 


将 是 一 经 ( 负 号 * 一 "是 必要 的 ,因为 经 是 盐 的 数量 增加 的 束 
度 ). 我 们 得 到 


dz __ br 
de = 2 1) 


® 这 里 我 们 想 设 注解 得 这 样 快 ,使 得 实际 上 可 以 认为 在 容器 的 
所 有 点 处 盐 的 浓度 在 每 一 已 知 时 诗 都 是 相同 的 - 
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此 式 拒 盐 的 数量 增长 的 瞬时 过 度 社 用 它 在 该 时 刻 存 在 的 盐 


量 x 表示 出 来 , 它 也 给 了 我 们 该 现象 的 局 部 特征 (这 里 当然 
说 成 “瞬时 的 ”或 “项 刻 间 ?的 特征 更 为 方便 了 . 我 们 想 求 的 洛 
数 工 = 二 x0 就 是 我 们 所 得 到 的 方程 的 未 知 消 数 

这 基数 能 否 直 接地 用 积分 法 得 到 ? 我 们 给 出 了 其 导数 的 
表达 式 ， 当 其 导数 已 知 时 求 医 数 本 来 是 积分 学 的 基本 问题 . 
但 是 问题 总 是 不 太平 常 : 未 知 王 数 的 导数 不 是 通过 自 变量 来 
表示 ( 像 我 们 习 馈 的 那样 }, 而 是 通过 未 知 隆 数 本 身 来 表示 . 积 
分 学 不 能 直接 用 于 解 这 类 问题 ,因此 形式 上 就 握 出 了 一 个 原 
则 二 的 新 的 问题 一 一 解 微分 方程 (1). 但 是 ,这 种 情形 的 问题 
当然 十 分 轻易 地 化 为 积分 学 的 同 题 . 将 方程 (1) 写 成 为 形式 


dz 一 一 bia, 
a 


我 们 就 说 是 已 经 分 三 了 变量 . 简单 地 积分 左边 给 出 jn x， 
右边 则 给 出 一 2 内 此 


ln 一 一 羡 : 十 下 
a 


这 里 上 是 一 个 常数 , 为 确定 此 数 ( 在 讨论 微分 方程 的 全 部 过 程 
中 ,这 项 工作 是 它 所 特有 的 ) 我 们 要 回 到 “初始 和 的” 条件 ; 当 
:一 站 时 xz 一 <、 它 给 我 们 以 大 一 Inc， 因 此 最 后 得 
六 一 pe 一 人 

这 样 一 来 我 们 所 提 的 问题 得 到 完全 的 解决 , 我 们 看 到 容器 中 
盐 的 数量 是 随 着 时 间接 “指数 "规律 减少 的 . 

现在 设想 从 我 们 的 容器 中 流出 的 液体 还 要 流 过 第 二 个 局 
样 容 积 的 容器 ,最 初 ( 即 在 时 刻 1=0) 它 装 满 了 纯净 的 水 ,而 
且 也 是 每 单位 时 间 流 进 和 流出 上 升 溢 液 . 很 显然 ,这 时 也 不 断 
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地 向 第 二 个 容器 输入 盐 , 现在 想 要 了 解 在 时 刻 t 在 第 二 个 容 
山内 所 售 的 盐 的 数量 y( 千 殉 ) 是 多 少 . 

这 里 首先 给 我 们 的 再 次 只 是 现象 的 局 部 ( 髓 时 的 ) 特 征 . 
很 显然 ,在 单位 时 间 里 向 第 二 个 容器 中 注 人 的 盐 的 数量 恰 是 
从 第 一 个 容器 中 排出 的 量 , 即 像 我 们 所 了 解 的 


5 到。 和 (千克 )， 


从 万 一 方面 讲 ， 在 时 刻 : 第 二 个 容器 中 的 每 升 溶液 含 一 干 殉 


下, 即 是 说 ,单位 时 间 里 从 其 中 流出 的 5 升 溶液 中 含有 上 之 y 千 


克 盐 ， 因而 第 一 个 容器 中 盐 的 数量 在 时 刻 ; 的 瞬时 增长 量 ( 按 
单位 时 间 计 ) 等 于 


dy _ te sb 
a 77 二 ~ {ce yy), C2) 


你 们 看 到 ， 这里， 局 部 描写 现象 的 数学 表达 式 也 是 一 个 
微分 方程 (2)、 我 们 再 次 给 出 了 未 知 函 数 y 的 导数 表达 式 ; 但 
是 解 折 得 的 微分 方程 已 经 远 不 是 像 前 面 一 样 那么 容易 .方程 
(2) 给 出 我 们 的 导数 党 表达 式 ， 弃 包含 有 自 变量 !， 也 包含 有 


未 知 范 数 >, 像 我 们 在 方程 (1) 中 所 和 做 的 那样 “分 离 " 变 量 , 在 
这 里 已 不 能 直接 办 到 ， 这 也 即 是 说 ,我们 面临 着 一 个 原则 上 
是 新 的 问题 ， 说 实在 的 ,在 这 种 情况 下 它 还 可 以 比较 简单 地 
解 出 , 但 在 一 般 的 情况 下 求解 微分 方程 我 们 还 没有 任何 办 
法 . | 

如 何 看 待 这 个 “一 般 情形 ”? "如何 定义 微分 方程 的 一 般 概 
念 ? 在 我 们 的 几 个 例子 中 ， 我 们 过 到 的 都 是 形 如 


径 = Fr 3 


to TF 
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的 方程 ,其 中 了 是 目 变 量 ,而 > 是 z 的 未 知 明 数 . 隔 数 f(x,y) 
当然 是 给 定 了 的 ,后 题 在 于 求 攻 数 ? = 二 PT) 满足 方程 (3)， 
即 变 求 在 茶 个 区 间 a 委 工 委 忆 上 恒 有 有 
dr) 一 fr PAY). 
更 一 般 形式 的 微分 方程 是 
下 (Try 一 站 ， 
其 中 z 仍 是 自 变 量 , y 是 未 知 的 x 的 丽 数 且 y 一 9 与 以 往 
一 样 , 要 找 出 恒 满 足 关系 式 
FAXrgAT) HT) 一 0 

的 函数 y 二 giz), 

其 次 ， 常 有 这 样 的 情形 : 即 所 研究 对 象 的 局 部 特征 要 求 
其 表达 式 中 不 仅 有 未 知 函 数 的 一 阶 导 数 , 而 且 还 含有 其 高 阶 
导数 ,因此 问题 的 微分 方程 的 形状 是 ， 

FiTs yey 一 0 4) 

此 类 方程 称 为 x 阶 微分 方程 . 很 显然 , 这 是 最 一 般 的 只 合 一 个 
单 自 变 量 的 未 知 函 数 的 微分 方程 . 但 是 ,只 有 最 简单 的 情形 
才 会 出 现 只 会 一 个 未 知 国 数 的 方程 , 时常 遇 到 的 是 含 依赖 于 
几 个 第 变 量 的 几 个 未 知 函数 的 情形 . 

首先 假设 我 们 讲 的 是 任意 个 未 知 函 数 192" 9Y4， 但 
它们 都 只 依赖 于 一 个 自 变 量 +. 要 使 问题 得 以 确定 , 现象 的 
局 部 特征 应 当 导 数 微 分 方程 组 ,其 中 方程 的 个 数 等 于 未 知 应 
数 的 个 数 庆 .这 类 方程 组 的 一 般 形式 很 显然 地 是 这 样 的 ， 

F(X Yi 91 Li "yi" Yas Ye se 了 
0 2 

这 样 一 来 ， 我 们 得 到 了 所 谓 “ 常 微分 方程 理论 的 最 一 般 的 问 
题 ， 这 个 “ 常 ” 字 是 指 仅 舍 一 个 自 变量 的 微分 方程 和 方程 组 . 


232 第 A 信 讲 


质点 运动 方程 组 (当然 是 你 们 所 的 知 的 ) 可 以 作为 一 个 
好 的 例子 : 


dz dz dy dz 
2 di = Tes "Tee" dr "ge 
m LY Ce ar， ye 学 , 竺 )， 


dz dy dz 
ma Za ys 3 Fp 


其 中 叭 一 的 自 变量 是 时 间 :， 而 未 知 函 数 是 质点 的 坐标 zy， 
z，m 在 这 里 表示 该 质点 的 质量 , 而 下 ,了 ,Z 则 是 作用 于 质点 
的 力 的 分 量 , 在 一 般 情 况 下 力 是 与 时 了 间 、 位 置 及 点 的 移动 速 
度 有 关 的 . 初始 数据 可 以 是 在 某 个 确定 的 “初始 ”时 刻 1 = 1。 
时 该 点 的 3 个 坐标 和 .3 个 速度 分 量 . 

如 果 自 变量 有 几 个 ， 则 我 们 会 遇 到 偏 微分 方程 (或 方程 
组 ). 未 知 函 数 现在 是 多 元 函数 于 是 方程 自然 地 就 包含 有 
未 知 阔 数 对 这 些 自 变 量 的 侧 导数 . 偏 微分 方程 的 理论 ， 容 易 
理解 ， 要 比 * 常 ” 微分 方程 理论 要 复杂 得 多 ,这 里 我 们 完全 不 
打算 涉及 . 

但 就 是 常 微分 方程 理论 中 也 没有 几 个 多 少 有 效 的 一 一 般 方 
法 ,能 用 以 求解 较为 广泛 的 类 型 的 常 徽 分 方程 , 这 一 点 也 部 分 
地 容易 预见 到 ,其 至 初等 函数 的 通常 的 积分 ,在 许多 情况 下 ， 
正如 我 们 所 了 解 的 那样 , 常 得 到 非 初等 的 函数 ,何况 是 对 于 这 
里 的 更 为 一 般 和 重 为 复杂 的 问题. 但是, 即 令 我 们 停留 在 对 于 
微分 方程 理论 的 那 种 踪 常 的 观点 , 即 只 楼 问题 的 求解 化 成 了 
通常 的 积分 ,我 们 就 可 以 认为 该 问题 是 解决 了 一 一 甚至 按照 
这 种 观点 ,我 们 所 能 得 到 的 进展 也 只 能 是 很 有 限 的 ,因为 化 简 
为 < 求 积 法 ”只 对 很 少 几 类 最 简单 的 微分 方程 可 以 用 (但 说 实 
在 的 ,从 纯粹 应 用 的 观点 看 ,这 已 经 是 最 重要 的 类 型 ). 我 们 在 
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这 里 不 疏 不 再 去 人 研究 它们 ,甚至 相去 列 出 这 些 类 型 ,因为 对 于 
这 个 问题 你 们 可 以 在 任何 黄 至 最 初等 的 教材 中 找到 所 需 的 村 
料 . 我 们 目 然 地 应 当 去 从 事 更 县 原则 意义 的 问题 . 

解 的 存在 性 ， 我 们 已 经 说 过 : 积分 学 的 基本 向 题 可 以 
看 作 蚌 研究 微分 方程 解 的 最 简单 的 情况 ， 因 为 , 若 方 程 


和 = flr,y) C3) 
右 方 与 y 无 闫 的 话 , 我 们 得 到 形 如 
9 — fx) C3") 


的 方程 . 解 此 方程 很 撩 然 昌 等 价 于 求 积 函 数 (x)， 关 于 这 个 
问题 我 们 已 经 有 机 会 看 到 ,此 至 当 函 数 f(zx) 是 连续 的 ,要 证 
明 积 分 的 存在 ( 即 方程 (3 ) 的 解 存在 ) 也 要 专门 地 讨论 (依靠 
盟 数 Fr) 的 一 致 连续 性 ): 如 果 画 数 Arz) 仅 只 有 界 . 但 有 间 
断 点 ， 则 积分 一 般 说 来 是 不 存在 的 . 

从 这 一 切 我 们 可 以 预见 到 , 方程 (3) 的 解 的 存在 性 问题 
会 复杂 得 多 , 并 且 在 任何 情况 下 都 需要 专门 地 研究 ， 亡 其 对 
于 我 们 上 面 导 出 的 一 般 类 型 的 方程 各 方程 组 更 是 如 此 ， 为 要 
使 作为 微分 方程 理论 基础 的 这 个 问题 的 基本 思想 对 你 们 更 为 
突出 ,我 们 应 当 尽 可 能 地 摆脱 纯 属 技术 性 的 复杂 之 处 ， 因 此 
我 们 在 今后 限于 研究 (3) 那样 的 方程 ， 即 未 知 冰 数 的 导数 已 
经 解 出 的 一 阶 方 程 ， 

_ 设 本数 cr) 在 Ory 平 的 菜 个 地 上 办 这 ,我们 


是 


中 


全” 译 者 注 . 因为 下 文 说 局 可 以 是 闭 的 , 则 我 们 的 存在 定理 应 规定 
{Tn 是 内 点 . CXor yop) 是 边界 点 的 情况 将 会 复杂 得 多 ， 
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数 y = 红 z)》 在 点 ze 的 某 个 邻 域 内 满足 方程 43》 且 同 时 有 y。 


= gta) 很 旺 然 ,区 让 可 能 被 认 为 是 闭 的 和 有 办 的 
为 证 明 它 我 们 需要 一 个 辅助 命 帧 ， 同 时 它 本 身 也 是 具有 
独立 价值 的 . ee 土 的 蚊 
数 的 无 穷 集 合 (FCz)}， 我 们 约定 称 集会 5 为 此 区 间 上 的 
有 界 集合 : 如果 在 在 者 这 样 的 正 数 MM， 使 得 对 区 间 [a ,5] 上 
的 任意 的 + 及 对 集合 吕 中 的 任意 的 函数 (x) 都 有 有 FC) 过 
M， 其 次 ,我 们 称 集合 $ 是 在 区 间 [a ,6] 上 等 度 连 续 的 ， 如 果 
对 任何 e 守 0 都 可 以 找到 这 样 一 个 正 数 8, 使 得 对 集合 5S 中 的 
任何 痛 数 F(X) 以 及 对 区 间 [e ,加 上 的 任意 一 对 称 足 不 等 式 
[zi 一 :| < 全 的 点 xi 和 =s， 部 成 立 不 等 式 
[fa 一 下 (| < 

很 明显 ,， 嫩 果 集 合 5 在 区 站 [a, 引 上 有 办 (等 度 连续 ),， 则 其 中 
的 每 一 个 函数 也 在 此 区 间 上 有 界 (一致 连 续 )， 当 然 ， 道 命题 
一 般 说 来 是 不 成 立 的 ， 集合 5 的 有 界 人 性 以 及 等 度 和 连续 性 要 求 
除了 该 集合 的 每 个 函数 具备 相应 性 质 之 外 , 还 要 求 该 性 质 对 
于 已 知 集合 的 户 数 总 体 具 有 一 一 致 性 . 

最 后 ,我 们 约定 称 量 |F1(z) -Fas(z]| 的 上 确 界 为 集合 
$ 在 区 间 [a,5] 上 的 宽度 ， 这 里 的 x 是 区 间 [a,6] 的 任意 一 
点 而 后 和 FF 则 是 集合 5 的 两 个 任意 的 函数 . 

引 理 (Arzel8-Ascoli 引 理 ?， 任何 老区 间 [4,5] 上 有 界 
的 且 是 等 度 连 续 的 无 穷 函 数 集 合 5S 都 包含 有 在 此 区 间 上 一 致 
收 鼓 的 吓 烤 序列 . 

证 明 分 几 步 进行 . 

1) 首先 来 证 明 无 论 正 数 : 怎样 小 , 都 存在 着 男 外 的 正 
数 3， 使 得 对 任何 长 度 小 于 3 的 区 间 Fa, 的 < [ea, 妇 ,集合 S 
都 包含 一 个 无 穷 子 集 S' , 其 宽度 在 区 间 [a,8] 小 于 s. 由 集合 
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S 在 区 间 [e, 嫩 上 的 等 度 连 续 性 ， 对 尾 意 的 自然 数 ” 都 可 以 找 
到 这 样 一 个 正 数 3, 使 得 集合 S 的 任何 男 数 在 任何 长 应 小 于 


的 区 间 上 的 振幅 都 小 于 举 ， 由 此 得 知 ， 这些 函数 中 的 每 一 个 
在 区 闻 [e,6] 所 取 的 一 切 值 都 位 于 某 个 长 为 党 的 区 河中 . 暂 
令 &,9(9 一 = 党) 表示 这 样 一 个 区 间 的 端点 .很 显然 ,我 们 


人 入 < 这 时 有 


且 因 为 区 间 [#,”] 会 于 区 间 [ MM] 内 ， 放 有 一 一 1 所 
S 安 3 一 1 也 即 是 说 , 我 们 看 出 集合 S 中 的 任何 一 个 函数 在 
区 人 则 la,8j 土 所 取 的 所 有 的 信 都 属于 形 如 

-上 证 一 1 £1 1 


i 


的 某 个 区 问 . 因为 这 此 区 加 个 数 育 限 ， 生 集 合 5 则 包含 有 无 
穷 多 个 耳 数 ,所 以 这 些 区 间 至 少 有 一 个 含有 5 中 无 穷 多 个 函 
数 在 [a,8] 中 之 值 . 令 这 些 函 数组 成 5'， 则 S' 是 无 穷 子 集 . 


很 显然 , 子 集 5' 在 区 和 间 [c,8] 上 的 宽度 不 会 超过 22 ,如 果 我 


们 选取 数 使 得 全 4 一 <， 则 上 述 宽度 小 于 < 

2) 现在 来 证 明 集 合 $ 还 包含 这 样 的 无 穷 子 集 9， 其 在 
整个 区 间 [* ,个 上 的 宽度 小 于 < 为 证 明 此 事 我 们 选取 自然 数 
m 这 样 大 ,使 得 二 4 < 3， 此 时 根据 第 1) 段 中 的 证 明 , 集合 


s 应 当 包 含有 无 穷 于 集 5 其 在 区 闻 [a,a 
度 小 于 .同样 的 理由 , 集合 S; 包含 有 无 穷 子 集 S;,， 其 在 区 


MM 一 1)， 
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间 [a 十 “二 ,4 十 2 二 4] 上 的 宽度 也 小 于 e, 等 等 . 最 后 我 
们 得 到 了 集合 $ 的 无 穷 的 子 集 S, 一 S'， 其 在 区 间 [a 十 
tm 一 1) 二 和, 拉 上 的 宽度 小 于 se， 在 这 个 区 间 以 前 的 每 一 


个 区 间 上 宽 庆 也 小 于 ss, 国 为 Sn 世 S 扎 … 筷 So CS 但 
这 有 即 表明 , 集合 5' 在 整个 区 问 [a,5] 上 的 宽度 小 于 se, 我 们 的 
命题 得 证 . 

3) 现在 再 来 完成 引 理 的 证 明 已 是 非常 简单 的 事 了 . 我 
们 以 51 来 表示 集合 3 的 在 [a,5] 上 宽度 小 于 1 的 无 穷 子 集 ， 


以 $: 来 表示 3) 的 在 [a, 态 上 的 宽度 小 于 六 的 无 穷 子 集 ， 晶 一 


段 地 以 S$, 来 表示 在 [a,5] 上 宽度 小 于 二 的 集合 S,-; 的 无 穷 了 
集 ( 所 有 这 些 子 集合 根据 2) 段 的 证 明 都 基 存 在 的 )， 设 Ftz) 
是 集合 S; 的 任意 的 函数 ，Fa(z) 是 集合 S: 中 任意 的 不 等 于 
Pitz) 的 图 数 ， 一 般 的 Focz) 是 集合 5; 中 任何 一 个 与 
oz 9Fi(T) 都 不 同 的 消 数 ， 因 为 对 任何 
六 0 都 和 有 Sirs 性 Ss, 则 F(x) € 5, 且 Fplx) € 5,, 由 此 


对 区 加 La, 站 的 任意 的 点 都 有 
FC 一 Po 人 am I Cp=0,1,2,"). 
但 按照 Cauchy 准则 由 珊 得 上 出， 国 数 序列 Fitry Ftr) ye 


F(T) ,在 区 间 [4 ,个 上 一 致 收 侣 ,于 是 引 理 的 证 明 完 成 , 

现在 我 们 可 以 转 过 来 证 明 前 述 的 基本 定理 了 . 

但 因为 这 个 证 明 是 以 下 面 的 思想 为 基础 的 ; 而 掌握 这 个 
思想 最 简单 是 用 它 的 几何 解释 ， 所 以 在 着 手 之 前 , 看 一 看 求 
解 已 给 方程 (3) 这 个 问题 本 身 的 几何 解释 将 是 很 有 益处 的 . 

这 方程 的 解 y 一 gkx) 的 图 像 通 常 称 之 为 方程 的 积分 曲 


微分 方程 237 


线 , 方程 (3) 对 区 域 D 的 每 一 点 (+,y) 部 给 出 一 个 确定 的 方 
向 , 它 的 斜率 是 
于 一 f(x,Yy), 
区 域 吕 的 每 一 个 点 都 带 有 确定 的 方向 ,这样 的 点 和 方向 的 全 
体 构成 所 谓 的 方向 场 ,， 这 个 场 正 是 由 方程 (3) 给 定 的 ， 这 个 
方程 的 积分 曲线 就 是 这 样 一 条 曲线 ,其 上 每 一 点 处 的 切线 广 
向 都 与 在 该 点 处 的 方向 场 的 方向 一 致 . 我们 寻找 方程 63] 的 
解 y 一 9T}( 它 在 x 二 x0 时 变 为 36) 的 问题 从 几何 上 看 来 ， 也 
就 是 , 求 该 方程 的 经 过 点 Croyyo) 的 积分 曲线 ， 因 此 证 明 该 方 
三 解 的 存在 性 就 意味 着 : 证 明 过 该 点 主 少 有 一 条 积分 曲线 . 

我 们 为 此 而 采用 的 方法 ,你们 将 要 看 到 , 是 造 一 条 辅助 
曲线 ， 其 性 质 是 越 来 越 接近 于 积分 曲线 , 通过 极限 过 程 就 可 
以 得 到 积分 卡 线 . 

设 5zoy3s)》 是 有 界 闭 区 域 局 的 内 点 ， 而 函数 f(z,y) 在 其 
上 连续 , 日 令 好 是 函数 | /zy)1 在 该 区 域 上 的 上 确 界 ， 如 
果 数 a 半 0 为 充分 小 ， 则 当 

To 一 GTSTo 十 ay yo— Meas yE yo Ma 
时 点 (zy)》 也 将 属于 区 域 D， 我 们 来 证 明 存 在 着 一 个 函数 
> 一 gz)， 它 在 区 闻 [fzxu 一 ,ze 十 a] 上 满足 方程 (3)， 且 有 
9(xzo) 一 yo 为 更 易于 看 懂 我 们 再 次 分 段 来 证 明 .， 
“DD 我 们 设 z 二 zo 十 上 C0 坟 放 )， 因此 点 zy,…， 

站 n 一 1 分 区 间 [xo ,x 十 之 ] 为 于 等 份 . 

我 们 在 区 间 [xo,zo 十 a] 上 作 折 线 ( 图 34) y = glx), 其 
项 点 的 横 尝 标 是 royzr zs， 而 每 一 段 的 斜率 都 与 场 在 其 
在 端点 的 方向 一 致 . 很 量 然 地 , 它 可 以 从 zi_, 到 立 递 推 地 做 
出 来 . 同时 维 坐 标 y = 名 (zi) 由 弟 推 公式 


人 
es 
图 34 
Ve ye FTV CT 一 
一 yt fm ) (Shen) (5) 


确定 ， 而 在 区 间 zx | 志 工 所 zx 上 的 折线 方程 由 公式 
WT) 一 i 
给 出 . 
为 要 证 朋 折 线 y 一 名 (Xx) 从 二 zo 天 工 二 zs 十 a 的 整个 
区 间 上 属于 区 域 吕 , 很 显然 ， 只 要 证 明 
[yy 之 Mea (Qk) 
就 够 了 , 但 是 ; 证 明 更 强 的 不 等 式 


[3 Oo— yol < Me 《1] < 有 羡 -j) 


更 方便 一 些 ， 很 显然 这 个 不 等 式 对 站 一 0 时 成 立 ， 如 果 它 对 
某 个 此 < 成 了 并， 即 点 Cres wy) 属于 区 域 0D, 国 而 有 | .Fe 
ye | 委 邓 .但 此 时 递 推 公 式 45) 给 出 ; 


立 
[yrs1 一 yol 所 : | 一 ya| 十 = fry | 


< + le, (6) 
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因此 我 们 的 不 等 式 对 十 1 也 成 立 ， 这样 
[etzry 一 清秋 Ma rE r+ 0)， (7) 
而 整个 折线 y 二 (zx) 都 在 区 域 启 内 .因为 这 对 伍 何 都 成 
立 , 则 特 曾 地 , 出 此 得 中 阅 数 集合 名 LT) tn 一 1,2,…') 在 区 问 
LcorTo 十 和] 上 有 和 界 . 
2) 设 x 和 "是 人 区间 [zoyz; 十 的 两 个 点 上 朋 为 确定 起 
见 设 
| TT il ZX A 
此 时 有 
Br) OO— hr ) 
— [rT 二 CT 十 十 
[0 一 人 的 


= fr y+ fr y+ 
fre yd) (Cre— a I FR 1 Yr), (8) 
从 这 个 基本 关系 我 们 现在 可 得 一 系列 推论 . 
我 们 首先 来 证 明 函 数 (x) 的 集合 Gr = 1,2,…) 在 区 间 
Lzo,re 十 9 上 等 度 连 续 . 实际 上 ， 关系 式 (8) 给 出 
[2 — Hr | 
SMIr zt (kl) e+) 
=Mir ri 
=M(r"— x). (9) 
由 此 直接 看 出 ， 当 | 六 一 x'| 充分 小 时 我 们 有 | 多 (2") 一 
tT) | 之 8 无 论点 x 与 xz” 位 置 怎样 以 及 nn 是 怎样 的 数 . 
3) 因为 印 数 g(r) 的 集合 在 区 间 [Fxosxo 十 a] 上 有 界 且 
等 度 连续 , 则 由 所 证 明 的 引 理 它 应 包含 有 在 此 区 间 上 一 致 收 
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剑 的 落 数 序列 ， 因 此 今后 我 们 将 只 考虑 这 个 序列 , 而 我 们 可 
以 毫 无 顾 虚 地 和 傅 旧 凡 (rtr Cy,'* 来 表示 它 . 
这 也 妇 是 说 , 当 呈 > ce 时 名 人 z) 一 多 对 zo 和 工 守 x 十 a 
一 至 成 立 ， 现在 我 们 来 证 明 以 这 樟 方 式 确定 的 转 数 wz) 满 
是 所 求证 的 定理 的 所 有 条 忻 . 因为 对 任何 的 # 有 和 %(x0) 一 yo， 
所 以 首先 有 x0) 一 yo 

4) 我 们 来 证 明 当 xz 友 X 筷 ro 十 时 函数 gtx) 满足 微 
分 方程 (3). 设 给 定 任 意 的 es> 0， 由 函数 f(r,y) 的 连续 性 及 
区 域 忆 的 有 界 性 和 疯 性 , 存在 着 这 样 的 > 0, 使 得 对 区 域 局 
的 任意 两 点 人 ,六 ) 和 (人 3)， 只 要 有 不 等 式 |&, 一 二 | 之 6， 
| 六 一 六 | 之 25， 则 必 成 立 不 等 式 ，; 

[Fé 一 IS me 
像 以 往 一 样 , 记 %(xi) = y;， 由 不 等 式 (9) 我 们 得 到 , 当 z 反 
人 于， 
ly 一 二 (一 
而 因为 对 充分 太 的 nn 有 
Er Oo HA} | Mr Cx}, 
所 以 
i CO Px) | Mr CO) 
因 丝 ,如果 1!x” 一 | 所 , 则 对 充分 大 的 nn 以 及 所 所 
了 我 们 有 
[一 和 本 | 一 二 
这 里 设 y 二 g(x'). 由 此 按 数 3 的 定义 ， i zi 时， 
对 充分 大 的 nx， 我 们 得 到 
[fr ~ fr sy | 

或 者 . 
fx ry) — eA f(r) Rr + 十 <E. 
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如 果 我 们 对 (8) 式 右 边 的 每 一 项 应 用 此 估计 式 ， 则 我 们 很 旺 
然 地 得 到 ; 当 0 忆 太一 天 过 和 以 及 王充 人 茹 太 时 有 
CAT yy 
[fry ) 二 (zr 7 ), 
因为 此 不 等 式 的 左右 两 边 莉 与 4 无关， 则 取 极 限 我 们 得 到 ， 
在 唯一 的 条 件 |x” 一 x'1 二 5 之 下 有 
[CR ~ Er x ) Rr CO— 1') 
CAI yy 二 (re 1 ), 
或 者 ,同样 地 有 
HEY RE per,y) 二 se 


但 这 即 表 明 
WA) = TT 十 2) 
( 当 工 二 re 时 W(xr) 当然 表示 右 导 数 ). 

5) 最 后 ， 因为 我 们 很 显然 地 可 以 完全 类 似 地 对 于 区 阅 
[xo 一 2 ,zoj 得 到 这 个 结果 , 玖 gx) 满足 定理 的 所 有 和 条件 . 
这 样 一 来 我 们 的 定理 得 证 . 

我 们 确定 的 函数 y = p(x) 的 图 像 是 折线 ， 这 条 折线 每 
一 段 的 方向 都 与 其 左 端点 的 场 中 的 方向 一 致 ， 随 善 ” 的 无 限 
增加 每 段 折 线 的 长 度 减 小 . 这 也 即 是 说 , = 越 大 , 在 越 来 越 密 
的 折 点 处 折线 的 方向 与 场 的 方向 一 致 . 我 们 因此 完全 自然 地 
期 望 , 如 果 这 些 折线 有 极限 曲线 ( 当 吉 -> co 时 )， 则 这 个 曲线 
的 方向 将 当场 的 方向 在 每 一 点 处 一 致 ， 即 这 就 是 积分 暴 线 . 
极限 冰 数 的 存在 (如 果 丰 是 对 整个 函数 序列 g(r)， 刚 至 少 是 
对 对 个 子 序 列 有 肯 女 看 在, 这 对 我 们 的 目的 并 漫 有 区 罚 ) 已 
经 在 预备 引 理 中 证 明 ， 余下 的 只 需 以 严格 的 准确 的 讨论 来 证 
实 我 们 期 望 的 正确 性 , 我们 已 做 到 了 这 一 点 . 
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解 的 弘一 性 . 在 一 定 条 人 忻 下 保证 方程 (3) 的 解 存在 的 
定理 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 ， 当 我 们 实际 上 有 必要 解 某 个 微 
分 方程 时 ， 为 此 是 要 耗费 一 点 力气 的 , 有 时 是 相当 大 的 力 
气 : 我 们 试图 把 求解 化 为 “ 求 积 法 ”*( 最 简单 的 积分 )， 而 如 果 
这 不 行 , 则 应 用 通常 的 某 种 近似 计算 法 ; 但 是 要 使 我 们 的 这 
种 活动 成 为 明知 的， 当然 应 当 相 信 我 们 所 求 的 对 象 实际 上 存 
在 . 而 如 果 我 们 的 方程 完全 没有 解 ， 则 我 们 的 努力 怠 电 费 
了 . 

但 是 , 关于 所 求解 的 唯一 性 当然 也 是 重要 的 . 设想 我 们 
提出 的 问题 的 结论 是 : 未 知 函 数 y = p(x) 应当 满足 方程 (3)， 
且 当 x = ro 时 等 于 y。， 如 果 方 程 (3) 的 这 种 解 找到 了 ， 则 我 
们 认为 我 们 的 问题 只 是 在 这 种 情形 下 才 是 解决 了 的 ， 即 相 入 
方程 (3) 不 存在 任何 另外 的 解 满足 同样 的 初始 条 件 mx) = 
yo， 因 为 如 果 这 样 的 解 存在 有 几 个 , 则 我 们 就 不 可 能 确信 ,我 
们 的 问题 的 解 怡 好 是 我 们 所 找到 的 那个 ; 巷 至 即 令 我 们 找 出 
了 方程 (3) 的 所 有 这 样 的 解 ， 一 般 说 来 我 们 仍然 没有 理由 判 
定 其 中 哪 一 个 解答 了 所 提 的 问题 . 

十 分 重要 的 是 ， 即 令 满 足 上 面 证 明 未 知 解 的 存在 性 的 那 
些 条 件 ( 即 仅 假 设 画 数 f(x,y) 在 已 给 的 区 域 D 上 的 连续 
性 ), 我 们 还 不 能 保证 该 解 的 唯一 性 ， 有 这 样 的 情形 ， 函数 
f(xX,Y) 在 区 域 D 上 连续 但 是 却 存 在 方程 (3) 的 几 个 当 x = x。 
时 等 于 yo 解 . 但 是 , 只 要 对 函数 f(x,y) 要 求 稍 多 于 简单 的 
连续 性 , 就 可 以 保证 解 的 唯一 性 , 其 中 最 方便 的 形式 之 一 是 
一 更 吏 的 条 件 ， 它 可 表述 成 ， 存在 着 这 样 一 个 正 的 常数 站， 


时 


要 


(fz, Fe, y2) | S|y — ysl. (A) 
说 实在 的 ,这 个 条 人 忻 还 不 是 条 和 件 中 最 宽 的 , 但 在 多 数 情况 下 
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实际 碰 到 的 情况 能 满足 它 ， 并 号 由 于 它 很 简单 ， 是 很 方便 应 
用 的 . 

这 样 一 来 ， 就 需要 证 朋 ， 如 果 函 数 六 xz,3?7 在 区 城 DD 上 连 
续 旭 满足 条 件 (A), 则 方程 (3) 3 当 x 一 zz 时 等 于 yo 的 解 y 一 

我 们 假定 ， 有 两 个 卫 数 让 (rr 内 (7] 当 To 一 & 委 工 所 2 
十 x 时 都 满足 方程 (43》 且 有 名 (xo) 一 R(xro) 一 yo， 设 

PPT) Cr = tr), 

因而 ofzoy 一 小 下， 涩 Yu 一 上 和 二 之 10 十 a 时 有 


局 | 
和 一 3 一 各 | = [fx Per) — fr ,ptr))| 
下 | oy = klwtr)t, (10) 


我 们 以 产 来 表示 函数 lw(z)] 在 这 禅 两 个 区 间 , bz。 一 去， 
mm 十 车 ] 以 及 [zo 一 wz 十 9] 中 的 较 小 的 一 个 上 的 最 大 人 
( 记 这 个 区 间 为 [zs 一 ~,zs 寸 r], 其 中 的 + 表示 数 « 与 去 中 小 
的 一 个 )， 由 函数 |w(z)1 的 连续 性 这 个 最 大 值 在 某 个 确定 的 


工 一 证 | 处 存在 ， [etx) | = 应 用 关系 式 (107 和 第 一 中 值 
定理 ， 我 们 得 到 


天 一 oz7| = et rr ) 一 af ro) | 一 一 下 ea 
< | 忽 Idqr < 引信 | egz7y1dqzx 
A In 一 zl 迄 如 六 一 用 


吕 译 者 注 . 这 条 件 称 为 Lipschitz 条 件 ， 
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由 此 得 到 p = 0.. 这 表明 当 民 一 r 守 车 十 7 时 w(x) 一 
0. 如 果 一 a, 定理 得 证 . 如 果 + 一 zx 之 。, 则 总 会 有 


1 1 
wxo 一 ag) 二 w(xo 十 Zk = 0, 


因此 我 们 可 以 逐次 利用 点 zo 一统 及 zo 十 训 代 将 x 一 zo 作 
为 始点 来 重复 我 们 的 讨论 .这 使 得 我 们 可 以 断定 , (x) = 0 


或 者 在 区 闻 [zs 一 2 - 去 ,ze 十 2 * 直 或 者 在 区 间 [zo 一 wzs 
十 xj 上 成 立 ， 如 果 是 前 一 种 情况 ， 则 继续 这 个 过 程 充 分 多 
次 , 显然 我 们 可 把 使 得 wtx) 一 0 的 区 间 扩 展 到 [ze 一 wz 十 
a«]， 于 是 定理 最 终 得 证 . 

解 对 参数 的 依 瑟 性 如果 一 个 微分 方程 是 来 自 某 一 个 
具体 的 问题 则 此 方程 总 会 包 全 一定 数量 的 参数 ， 它 们 喘 定 
了 所 研究 现象 的 特定 条 件 ， 例 如 : 在 本 讲 开头 作为 例子 引入 
的 问题 中 ,这 些 参 数 就 是 : 容器 的 容积 a ,液体 的 流速 去 以 及 
在 第 一 个 容器 中 最 初 含 有 的 盐 量 <. 所 有 这 三 个 数 当 然 包 合 
在 我 们 所 列 的 方程 之 中 .当然 , 同样 地 , 该 方程 的 任何 解 都 
将 与 这 些 参 数 有 关 .， 这 样 ， 恕 果 希 望 强调 这 种 关系 ,我 们 就 
应 当 把 方程 (3) 写成 


如 
加 = (Cry 万， 让 


且 把 它 的 解 写 为 
y= Hr pr pir rpr)s 
其 中 pi ,pz，… ,pp. 是 我 们 刚才 讲 到 的 参数 
不 难 明 白 ， 对 于 应 用 问题 ,所 得 到 的 微分 方程 的 解 对 这 
类 参数 的 依赖 性 的 性 质 具 有 十 分 本质 的 意义 ,尤其 重要 的 是 
证 明 这 种 依赖 性 是 连续 的 ， 实 际 上 , 参数 的 值 通常 是 作为 革 
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种 测量 的 结果 而 得 到 的 ， 因 而 我 们 通常 得 到 的 不 是 绝对 准确 
的 而 只 是 其 近 做 值 ， 带 有 某 个 尽管 是 很 小 的 误差 ， 国 此 ，、 姐 
梁 参 数值 的 微不足道 的 改变 会 鸽 鸣 数 glx,p,, psy,pP,) 可 
能 有 相当 大 的 变化 , 则 问题 的 这 类 解 在 实践 中 是 毫 无 用 处 
的 对 于 实际 目标 适用 的 只 是 这 样 的 解 : 对 于 参数 的 微小 变 
化 , 它 的 本 身 也 只 有 微小 的 该 变 ， 因此 近似 地 知道 参数 的 
值 , 我 们 能 够 近似 地 找到 这 些 解 的 秆 , 但 很 显然 ,这 个 性 质 
确切 的 数学 表示 就 是 函数 g(x ,ppio, 呈 ,pr) 关于 参数 pp， 
Pr 的 连续 人 性: 

我 们 现在 来 证 明 : 如 果 范 数 Foz ypiypsyp) 关于 某 
一 个 参数 态 连 续 并 县 这 个 连续 性 关于 区 域 已 上 点 (zyyy 的 位 
置 是 一 致 的 ， 则 者 前 面 证 明 方 程 (3) 的 解 的 存在 及 唯一 性 时 
的 那些 条 件 不 变 ,， 这 些 解 也 是 参数 户 的 连续 函数 ,因为 这 里 
讲 的 是 对 每 一 个 个 别 的 参数 ， 所 以 如 果 为 书 窟 简单 计 我 们 设 
消 数 了 只 与 一 个 参数 有 关 { 函数 pg 是 同样 的 ), 则 我 们 的 证 明 
一 点 世 不 失 其 一 般 性 . 

这 样 一 来 , 我 们 假定 函数 玉 x,y,p) 对 其 所 有 的 3 个 自 
变量 连续 , 这 里 点 Cry) 位 于 闭 区 域 口内, 而 参数 上 属于 某 
个 区 则 9， 此 外 若 有 (Cx) € D(z1ys) ED 以 及 pEd， 

[fr sy py 一 fr yp) | SER)Iy 一 和 好 |， (AA') 
我 们 断定 此 时 方程 


:dy . 
本 二 一 f(r,y,p) . CI) 


当 工 二 zo 时 等 于 yo 的 唯一 解 y 一 pr) 在 区 闻 4 上 关于 
连续 . 

证 明 时 我 们 回 到 前 面 证 明 方 程 (3) 的 解 的 存在 的 步骤 ， 
并 且 研 究 我 们 在 那里 所 建立 的 函数 p(x) 对 参数 p 的 关系 的 
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性 质 、 当 然 , 我 们 琉 在 将 把 它 写成 {zr,p). 借助 于 归纳 关系 
(5) 成 为 
YP) = yp TT pp) 于 ci11) 


由 于 我 们 的 假设 ,函数 f(x,y,p) 关于 参数 p 连续 ,对 
任意 的 :> 0 都 存在 着 这 样 的 8 > 0, 使 得 
{flr yp i ho— fryrp)| Le (12) 
当 | 有 R16,pEqdsp 二 Ed Cryy) ED 时 成 立 ， 由 公式 (11) 
ypPTHA— yp Ey ph ylp) + 
{fy pth) pt — fr yp) sp)} 
(Cli ). 
为 简单 计 设 
yp yp)=A (ORiCn), 
因此 


入 二 丫 .1 十 RAC 十 有 , 户 十 月 一 


FT yp Pp) (i). 13) 
花 插 号 内 的 式 子 可 以 写成 
fr yp ct hp + hy — fr siitp2 Pp 十 hh) 十 
FR YAPI P+ A Oo Fr pp) ,pp), 
由 《A') 这 些 差 中 的 第 一 个 绝对 值 不 超过 大 | 和 -| ， 而 由 (12) 
第 二 个 差 绝 对 和 值 则 小 于 * 这 样 一 来 我 们 得 到 


| [< [3-1 二 二 {14 十 6) = 他 十 NE 


(in)， 应 用 此 售 计 式 于 量 | | 右边 的 式 子 并 重复 这 个 
过 程 ， 我 们 得 到 关系 式 
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| 过 二 + 和 + 训 (1 二 全) 二 十 冯 (1 十 -: 


r -上 NE 一 一 _ 
[G 十 中 -1 C01 二 2) 13< 志 二 下 {e™—1) 


f{] 7 )》， 


Ee 
一 天 
这 也 就 是 说 , 当 后 | 之 时 我 们 有 
Jytp + hy oo yp) | < 1) (Ui)， 
或 者 , 同样 地 有 
[Grp — gzip) | 远 Co” —1) 


=]2l 人 7 
但 在 每 一 个 区 间 [z rm] 上 观 数 (Cz, 记 P) 及 名 (TI, 户 十 友 } 都 
是 线性 晴 数 ,因此 不 等 式 


[rp rp | < ee” — 1) 


既然 像 我 们 刚刚 看 到 的 ， 当 |#| << 5 时 , 在 每 一 个 这 种 区 间 
的 端点 处 成 立 ， 则 必然 地 也 应 对 整个 该 区 间 成 立 ,， 即 在 整个 
区 间 [x。 一 ya 十 aj 上 成 立 . 让 数 e 的 任意 性 ， 这 就 意 昧 着 ， 
函数 集合 名 (zyg) 在 区 邮 上 关于 参数 户 等 度 连 续 . 我 们 以 3 
来 表示 这 个 集合 , 则 这 个 集合 (序列 )3 包含 一 个 子 序列 8'， 
而 它 关 于 zx 在 区 间 [z 一 ,re 十 培 上 一 致 收 敛 于 函数 plz， 
六 )， 函数 wzyp) 也 就 是 方程 (3") 所 求 的 解 . 但 作为 集合 3S 的 
子 集 的 序列 5S' 很 显然 地 也 是 关于 参数 p 等 度 连续 的 集合 . 因 
此 由 前 下 证 明 过 的 引 理 它 应 当 包 含有 在 区 间 q 上 关于 p 一致 
收 化 (当然 是 收 伍 于 孙 数 (x,p)) 的 子 序 列 S*， 而 因为 所 有 
的 应 数 品 (Tz ,Pp) 都 关于 连续, 则 由 此 得 出 五 数 gCx,p) 在 区 
间 上 关于 p 也 连续 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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正如 我 们 了 解 的 , 方程 (3) 的 解 在 我 们 的 条 件 下 是 由 当 
xz sx 时 它 所 取 的 加 值 唯一 地 确定 的 , 歼 蜡 数 px} 由 于 数 
zo 及 _ 的 玻 变 而 改变 ， 因此 gtx) 本 质 上 是 三 个 自 变量 的 说 
数 pCz,zo;y6). 按照 我 们 上 重 所 说 的 原因 , 解 ptz1xo1,y0) 对 
这 些 “ 初 始 俏 ”的 关系 的 性 质 具 有 本 质 的 意义 ,有 旦 不 促 是 理论 
上 的 , 而 且 也 是 实际 上 的 意 尺 .又 然 看 来 可 能 认为 这 是 一 个 
新 问题 ,而 不 能 化 为 我 们 刚刚 研究 过 的 解 对 参数 的 依赖 性 问 
题 , 因为 数 .zo 和 yo 并 不 是 显示 地 含 于 函数 f(x,y) 中 . 但 是 
实际 上 这 种 化 约 是 完全 可 能 的 . 实际 上 ,如 果 我 们 用 关系 式 

T= y= 

在 方程 (3) 中 吴 变 摘自 变量 ， 也 变换 来 知 丽 数 ， 以 zx 和 
为 新 的 自 变 量程 未 知 旷 数 ,方程 43) 将 成 为 


P= flrot x ,yt y"), (3") 


同时 要 求 找 出 此 方程 涩 <” = 0 时 等 于 零 的 解 ， 在 这 里 ro 和 
3 加 已 经 显示 地 作为 方程 右边 的 参数 而 出 现 . 设 

3” = PX rosy0) (14) 
是 方程 (3”) 的 所 求 的 解 . 由 我 们 刚刚 证 明了 的 定理 它 关 于 zz。 
和 yo 是 连续 的 , 因为 隙 数 放 zo 十 x" ;yo 十 yy*') 是 对 它 的 两 个 
自 变量 都 连续 的 函数 ， 革 而 自动 地 关于 和 加 连 续 . 但 为 要 
得 到 所 求 的 方程 (3) 的 解 ， 我 们 很 显然 地 应 当 在 (4) 式 中 从 
新 变量 变 回 到 老 变 基 ， 这 就 给 出 

y= KT, ro yo) 一 36 pT KorTror Yo), 

由 此 直接 得 出 ， 这 个 解 对 于 初始 值 x。 和 yx, 连续 . 

变量 尊 换 、 你 们 了 解 ， 当 积分 一 个 画 数 时 , 将 问题 化 
简 ， 有 时 甚至 完全 解决 此 问题 的 最 有 效 的 方法 之 一 是 变换 积 
分 变量 5( 即 所 谓 * 变 换 法 ?>)， 在 求解 微分 方程 时 这 种 方法 也 是 
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最 有 力 的 工具 之 一 ， 其 灵活 性 在 这 里 还 会 大 大 的 增强 ， 因 为 
既 可 以 变换 自 变 量 ， 又 可 以 变换 未 知 阔 数 . 正如 我 们 在 本 讲 
开头 所 看 到 的 , 如 果 变 量 可 以 “分 离 *( 这 即 表明 通过 蔷 和 纱 
化 为 形式 MOyydy 十 N(x)dz 一 0， 其 左边 的 每 一 项 中 只 出 
现 变量 =,y 中 的 一 个 )， 则 微分 方程 的 求解 容易 化 为 求 积 法 ， 
通常 的 变量 替换 也 正 是 为 此 目的 的 ， 通过 变换 自 变 和 量 2+, 或 
者 变换 未 短 函 数 》， 或 者 同时 变换 两 者 ,我 们 时 常 可 以 得 出 
新 的 已 经 可 以 分 离 变 量 的 方程 来 代替 变量 没有 分 离 的 方程 . 
尽管 通过 这 种 途径 可 以 化 为 求 积 法 的 微分 方程 的 类 型 还 是 很 
有 限 的 ， 它 总 还 包含 了 一 系列 最 简单 的 , 因而 也 是 实际 中 最 
常 遇 到 的 类 型 , 因此 变量 替换 法 具有 很 大 的 实际 意义 . 
这 里 首先 是 一 阶 方程 中 的 所 有 的 线性 方程 ， 即 在 其 中 无 
论 未 知 轿 数 >， 还 是 其 导数 ” 都 只 以 一 次 宪 的 形式 出 现 .. 这 
类 方程 的 一 般 形式 是 
Yt)y frr) = 0, 《15》 
其 中 天 (zx) 和 ftzr) 是 x 的 给 定 的 连续 函数 ， 所 有 这 类 方程 
都 可 以 用 同一 种 方法 化 为 变量 可 分 离 的 形式 . 
为 证 明 这 一 点 , 我们 首先 研究 方程 
z 十 六 (zz = 人 0, 《1 上 > 
其 中 > 表示 未 知 范 数 ， 这 个 方程 也 是 方程 (15) 类 型 的 方程 ， 
但 只 是 没有 “自由 项 ”f,tx)}， 其 中 的 变量 立 妈 可 以 分 离 ; 
二 fitrdr = 0,， 
且 积 分 后 给 出 
ln 过 十 | Faide = 0. 


对 我 们 的 是 的 , 只 要 求 方程 (16) 的 某 一 个 解 就 够 了 ， 因 此 我 
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们 设 z6 一 让， 因此 
in = 十 | flaydu = 0, 
由 此 得 


一 Fr TCD 


一 xz， 《17》 
也 即 是 说 : 方程 C16) 的 解 通过 一 次 求 积 就 得 到 了 . 
为 要 将 一 般 的 方程 (15) 化 为 求 积 法 , 我 们 在 其 中 用 关系 


4 
立 一 公 


式 
y= PTIy 
来 变换 未 知 画 数 y， 其 中 蚌 新 的 未 知 薄 数 , 而 glx) 是 由 公 
式 (17?) 确定 的 方程 (16) 的 解 ， 此 时 方程 (15) 的 形状 是 
pry” + Hr)y’ + riper}y’ + folr) = 0, 
或 者 
pry + fr) = 0 
二 为 由 方程 (16} 
gr} rT) = 0, 
出 此 得 
?了 ”一 一 二 一 人 一 一 frelo ne., 
因而 有 
y* fF fC el gy Ce， 
其 中 己 是 积分 常数 . 最 后 得 
y= zy =— eho 外 fu el dy 十 c}. 


这 是 方程 (15) 的 通 解 ， 从 中 以 适当 的 方式 选择 常数 C 就 可 得 
到 其 所 有 特 解 ， 例 如 ， 如 果 我 们 想 要 当 x+ = xo 时 有 yy 二 yo， 
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则 从 遂 解 中 得 到 yo = 一 和 ,于 是 所 求 的 特 解 的 形状 是 
3 一 eb Nie |y YY | fC el gy 。 (18) 


这 样 我 们 看 到 ,求解 方程 (15), 通过 适当 选择 未 知 函 数 
的 变换 化 为 依次 求 积分 两 次 ， 作 为 例子 我 们 把 本 讲 开头 研究 
过 的 问题 的 求解 进行 到 底 . 
我 们 在 那里 得 到 的 方程 是 
d » be tb 
dt ay ae "=0, 
很 显然 , 它 是 (15) 那 种 类 型 的 方程 .在 这 里 (4) 一 二 且 


户 (D) 一 一 各 e-#， 此 外 有 如 二 0 时 yo 一 0, 因为 在 时 刻 ! 一 


0 时 第 二 个 容 回 完全 不 含 盐 ， 我 们 有 | 及 (wu)du = 1， 于 是 
公式 (18) 给 出 : 


中 
YY 一 ec fo 十 | eresrdu| = Pe et (19) 
0 梳 性 


此 云 完 全 解答 了 所 提出 的 问题 . 研究 所 得 到 的 函数 ， 我 
们 容易 发 现 ; 第 二 个 容器 中 盐 的 数量 一 开始 是 增加 的 ， 然 后 


从 时 刻 : 一 条 起 开始 减少 且 当 :一 ce 时 趋 近 于 零 . 在 时 刻 
: 一 入 时 此 容器 中 盐 的 数量 最 大 ,这 个 数量 等 于 上 .重要 的 


是 , 这 个 最 大 的 数量 既 与 a 无 关 , 也 与 无关. 相反 地 , 第 二 
个 容器 内 盐 达 到 最 大 含量 所 党 的 时 间 正 如 我 们 看 到 的 那样 与 
a 和 有关, 但 却 与 无关， 研究 函数 (19) 就 能 得 到 所 有 这 一 
切 ,， 以 及 这 个 现象 的 其 他 整体 特性 ; 我 们 看 到 解 微分 方程 ， 
在 此 实际 上 使 我 们 得 到 关于 整个 过 程 的 所 有 必须 的 整体 的 知 
识 , 而 被 分 方程 自身 却 只 能 给 我 们 以 参与 此 过 程 的 数量 之 间 
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用 时 的 (局 部 的 ) 关系 

另 一 类 常见 的 , 通过 简单 地 变换 未 知 函数 就 可 化 为 可 分 
离 变 量 的 方程 类 型 是 所 谓 的 齐 次 方程 ， 其 一 般 形 状 是 

9 一 FF 二 )， (20) 
特别 地 ,经常 遇 到 的 方程 
PlryyHdy =~ Qtr, ydr, 

《其 中 PCGzx,y) 和 和 zy) 是 同 为 2 次 的 齐 次 多 项 式 ) 就 属于 
这 种 类 型 ， 实际 上 , 这 类 章 次 多 项 式 ,容易 看 出 , 在 除 忆 x" 后 
变 成 关于 变量 二 的 多 项 式 , 由 此 在 关系 式 


dy QL) 入 (zy 7 
dz Pir,y) Pilr,y) fs 


的 右边 , 分 子 和 分 母 都 是 比 立 的 有 理 整 函数 , 而 这 即 表明 ， 
整个 右边 是 这 个 比 的 有 理 函 数 . 
在 方程 (20) 中 ,用 关系 式 ? = zy" 来 变换 未 知 函 数 , 我 
们 就 将 它 化 为 形式 y* 十 zy 一 f(y"), 由 此 得 
dy A oy 


dz 工 

或 者 
dy’ dz 
(3 一 了 x 


这 时 变量 已 经 分 离 ; 积分 后 容易 得 到 xz 通过 y* 表示 的 表达 
式 ， 如 果 此 式 关 于 yy* 唯一 可 解 , 则 从 中 我 们 反 过 来 也 可 得 到 
3? " 由 的 表达 式 , 从 而 也 得 到 用 x 表 出 的 表达 式 , 一般 情 
况 下 这 个 关系 式 是 把 y* ,从 而 也 把 y 确定 为 的“ 陷 ”函数 

方程 组 和 高 阶 方程 ， 作为 结尾 我 们 再 来 简略 谈 谈 一 阶 
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微分 方程 组 的 癌 题 己 及 高 阶 方程 的 问题 . 
设 我 们 有 个 一 阶 微 分 方程 构 吉 的 方程 组 ， 包 人 言 有 同一 
个 自 变 量 z 的 个 末 知 阔 数 yi,y;，,-…,y,， 不 言 而 喻 , 我 们 称 
任何 满足 所 有 这 些 给 定 的 方程 的 函数 组 
Yi 二 CT 


为 这 个 方程 组 的 解 . 我 们 假设 已 知 方程 组 关于 导数 全 (li 


之 #1) 已 经 解 出 ,， 因 这 形 如 
< 一 方 (ryytyyzey3o (ln) 【之 ] 》 
训 量 >, 凡 , 的 值 的 总 体 我 们 在 这 里 方便 地 称 做 一 个 
“点 ” 这 当然 是 在 = 十 1 维 空间 的 点 . 我们 在 今后 所 有 的 地 
方 都 将 假定 所 有 的 函数 六 部 在 该 空间 的 某 个 区 域 内 连续 . 
任何 函数 组 y; = gCz)(1 把 i 所) 在 该 空间 内 的 几何 图 形 都 
是 茶 条 曲线 .如 时 已 给 的 函数 构成 方程 组 (21} 的 解 ， 则 表示 
它们 的 曲线 我 们 将 称 之 为 方程 组 (21) 的 积分 曲线 . 这 个 几何 
术语 在 此 不 仅 以 其 直观 性 而 特别 有 益 , 而 且 首 先是 通过 它 ， 
对 方程 组 的 许多 表述 和 讨论 都 可 以 像 对 一 个 方程 一 祥 , 以 同 
样 的 格式 和 术语 进行 讨论 和 表述 ， 

例如 , 我 们 可 以 以 完全 简单 地 把 解 的 存在 的 基本 定理 说 
成 : 过 区 域 D 的 每 一 点 都 至 少 可 以 引 一 条 积分 曲线 .当然 ， 
解析 地 就 要 说 成 ; 无 论 属于 区 域 D 的 n 十 1 数组 zo,y?”,y)”， 
…,y 是 怎么 样 的 数组 , 部 存在 着 函数 组 y; 一 (x) (1 所; 执 
n) ,在 某 个 区 间 xz 一 a 入 x 所 zo 十 a 上 满足 方程 组 (21) 且 有 
RCz0) 一 3 人 坟 ? En), 对 方程 组 证 明 这 个 定理 比 对 一 个 方 
程 的 情形 只 是 在 纯粹 技术 性 的 方面 复杂 一 些 . 它 的 基础 是 一 
个 引 理 , 而 与 我 们 前 耐用 过 的 完全 类 似 . 该 引 理 可 世 或 者 直 
接 证 明 ， 也 可 以 作为 我 们 以 往 的 引 理 的 推论 而 得 出 ， 这 后 一 
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种 方法 特别 地 简单 , 在 这 里 集 台 的 元 囊 不 是 个 别 的 函数 ， 而 
县 由 :个 阴 数 所 成 的 一 组 (FCr) yr ytr))， 它 有 时 称 为 一 
个 » 维 向 量 , 记 作 F(z) ,5 就 是 这 些 n 维 阴 数 铅 景 的 集合 : 
So= (FC P(r) FT)} = (F(xr}), 
甘 诺 证 明 ; 若 光 作为 函 孝 向量 的 已 给 的 集合 是 有 界 的 及 等 度 
连续 的， 我们 可 以 选取 沾 数 组 序列 Fz) ,Fr ev， 
Fr 它 在 基 个 已 知 区 间 上 一 致 收敛 . 这 即 意味 着 : 设 
下 的 《了 一 【民有 ee FtT)) (= ,2 ). 
则 我 们 得 到 个 函数 序列 
上 er》 C121) 

其 中 的 每 一 个 都 在 已 知 区 间 上 一 致 收 敏 . 证明 这 样 进行 ， 先 
由 前 面 的 引 理 我 们 找 出 这 样 的 函数 组 序列 St， 使 得 序列 
Ftx) 在 已 知 区 间 上 一 致 收 黎 ， 从 这 个 函数 组 序列 我 们 依 
据 隔 样 的 引 理 可 以 选择 这 样 的 子 序 列 , 使 得 第 二 个 函数 序列 
Psz) 也 在 已 知 区 间 上 一 致 收 钙 ,重复 这 个 过 程 n 次 , 我 们 
很 显然 地 得 到 了 这 样 一 个 函数 向 量 序列 , 这 个 函数 向 量 序列 
其 实 是 个 耳 数 序列 {F(x} 过 i 之) 即 这 个 向 量 的 各 个 
分 量 的 序列 ,它们 都 在 已 给 的 区 间 上 一 致 收敛 ,这 就 证 明了 
新 的 推广 了 的 引 理 . 

存在 性 的 基本 定理 的 进一步 证 明 同 我 们 以 往 的 讨论 十 分 
相似 ， 作 为 指导 方针 ， 这 里 最 方便 的 是 采取 几何 解释 .在 这 
里 像 以 往 一 样 , 我 们 作出 革 个 折线 集合 , 每 段 折线 的 长 可 以 
任意 小 并 从 此 折线 集中 根据 证 明 过 的 引 理 我 们 选取 一 致 收 全 
于 某 条 曲线 的 序列 ， 对 此 曲线 我 们 可 以 用 以 往 的 方法 《稍微 
复杂 一 些 ， 要 作 一 些 自明 的 纯 技 术 性 的 修改 ) 证 明 它 是 方程 
组 (21) 的 积分 曲线 . 这 条 曲线 经 过 已 知 点 Cro, yy )， 
因为 所 作 的 所 有 的 折线 都 经 过 它 . 
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过 已 知 点 的 积分 曲线 的 堆 一 性 可 以 像 以 往 一 样 证 明 ， 只 
对 罗 数 ff; 渗 加 一 些 补充 条 件 . 这 些 条 件 中 最 简单 的 形式 完全 
类 似 于 条 件 (A) 且 归 结 为 要 求 在 整个 区 域 忆 上 浦 足 不 等 式 


i1y 


上 Cr 9 一 六 (3 < 
ED 3 号 一 3 中 QAR), 
一 ] 


其 中 是 某 个 正 的 常数 4 
我 们 对 于 高 于 一 阶 的 方程 没有 时 间 讨 论 了 ,我 们 只 是 指 
出 ,任何 x 阶 方程 
Fryysy yy ) = 0 {22) 
的 求解 萎 可 以 化 为 求解 一 阶 方程 组 . 实际 上 , 我 们 研究 以 下 
形状 的 方程 组 , 它 由 含有 # 个 未 知 计数 yy，，… ,wy 的 个 方 
程 构成 ， 


[F CRs Yr Ya Ya Vas Ye ) = 0 ， 


3 一 Was 
3a = ya, {23) 
Yo 一 Ys 


并 且 设 我 们 找到 了 该 方程 组 的 解 
Y= 
此 时 由 方程 组 (23) 得 
PX) = p(T) = ye 
PF) = pT) = fr) = 3 
A CT) = fT) = PT) = pT) 一 加， 


心 译 者 注 . 它 蒜 为 关于 请 数 调 量 CA {Tn nn yn CE sf Cry 3 
的 Lipschitz 条 并 ， 
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PA) 一 儿 人 xz] 一 …… 一 邹 (z) 一 入 
"I Cx) ya . . 
因此 方程 组 (23} 中 的 第 一 个 给 出 
FO PT Cr PR)) = 0, 
邑 水 数 y 一 B(x) 是 方程 (22) 的 解 . 
反之 ， 设 函数 y= 二 Brz) 满足 方程 {22). 令 

P= Fr) 一 一 
我 们 直接 看 到 ， 函 数组 Cy ,yi,-…,y,) 构成 方程 组 (23) 的 解 . 
这 也 就 是 说 , 求 方程 (22) 的 所 有 人 解 和 求 方 程 组 (23} 的 所 有 
解 实际 上 完全 是 可 以 互 化 的 ， 
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草民 友 


这 本 书 的 另 一 位 译 者 王 会 林 已 经 看 不 到 自己 劳动 的 上 成果 
了 。 王 会 林 是 武汉 大 学 数学 系 1969 年 的 毕业 生 , 后 来 长 期 在 
训 阳 师范 专科 学 校 教 数 学 。1996 年 , 他 有 机 会 回 到 母校 再 读 
一 年 书 ， 作 为 访问 学 者 。 可 惜 进 修 尚 未 完毕 ， 他 就 因 肝 病 不 
对 辞世 。 当 时 我 们 计 说 ， 如 果 学 某 一 个 专门 的 分 支 ， 在 学 完 
以 后 写 一 篇 文章 , 回去 以 后 , 也 许 会 得 到 某 些 实惠 。 但 是 , 再 
过 一 段 时 间 ， 学 到 的 东西 会 逐渐 淡忘 ， 自 己 的 工作 水 平 也 不 
会 有 太 大 的 进展 ， 这 样 做 有 什么 意义 呢 ? 于 是 ， 我 们 次 定 找 
一 个 共同 有 兴趣 的 问题 “怎样 教 好 数学 分 析 课 ”， 在 这 一 段 
时 间 里 ,认真 地 和 思索 一 下 ,他 这 么 多 年 来 一 直 在 教 这 门 课 , 我 
却 是 多 年 没有 接触 它 了 。 但 是 在 初 担任 教学 工作 时 ， 一 直 教 
这 门 课 , 所 以 一 直 关 心 这 个 间 题 , 辛 钦 这 本 书 从 1953 年 起 一 
直 阶 伴 着 我 。 这 一 次 ,又 把 它 找 了 出 来 。 虽然 时 过 40 年 ， 仍 
感到 极 有 好 处 。 王 会 林 懂 俄 文 , 于 是 我 们 一 同 把 它 翻 译 出 来 。 
一 方面 希望 对 当前 的 教学 有 所 助 益 ， 一 方面 也 是 纪念 这 位 数 
. 十 年 默默 地 奉献 自己 的 精力 于 斯 的 一 位 普 普 通通 的 大 学 生 
一 一 教师 。 他 和 我 都 不 是 “改革 派 ”， 而 且 志 时 常 感到 不 必要 
把 一 个 政 褒 口号 三 牵扯 刘 自 己 头 上 仅 管 这 个 口号 是 正确 
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的 ,作为 一 个 普 普通 通 的 教师 , 总 要 不 断 地 改进 自己 的 工作 . 
逐渐 形成 一 些 看 法 ， 以 期 有 利于 青年 学 生 。 所 以 借 此 机 会 把 
这 段 时 间 我 们 常 谈 的 一 些 问题 记录 下 来 。 

数学 分 析 的 “主要 矛盾 ” 是 什么 ? 是 “e-8"， 这 刺 民 是 最 
常 听 到 的 管 复 。 数 学 分 析 是 高 等 数学 的 入 门 ， 它 的 产生 就 是 
适应 于 用 数学 工具 搞 述 自然 现象 的 需要 。 因 此 ， 真 正 要 注意 
的 是 ， 为 何 应 用 微 积分 来 说 明 自然 和 社会 现象 当前 对 经 济 
现象 的 数学 研究 是 十 分 引 人 注 目的 ), 寻找 其 客观 规律 。 这 决 
不 是 在 习题 中 增加 一 些 “ 应 用 问题 ”所 能 次 效 的 。 因 为 这 些 
应 用 问题 ， 例 如 计算 重心 、 体 积 、 面 积 …… 都 是 完全 程式 化 
了 的 材料 。 这 是 改进 数学 分 析 教学 最 大 的 困难 ， 很 需要 从 教 
师 的 训练 、 教 材 的 编写 、 新 的 教学 环节 如 建 模 的 训练 ， 以 及 
所 有 数学 、 物 理 课程 (还 有 计算 机 ) 的 教学 统 盘 考虑 的 问题 ， 
这 里 就 不 再 说 了 。 

至 于 e-3， 这 多 实 是 一 只 拦路 虎 。 大 概 学 微 积分 〔( 即 数学 
分 析 ) 的 学 生 有 两 种 : 一 种 只 蚌 需 要 大 体 懂 得 其 基本 的 内 容 ， 
学 会 一 些 运算 技能 ， 能 解决 一 些 比较 容易 的 典型 的 问题 ， 学 
习 其 他 课程 不 至 于 看 见 微 积 分 公式 就 不 知 所 去 ， 这 样 也 就 行 
了 。 另 一 种 或 者 是 未 来 的 专业 数学 工作 者 ， 或 者 他 所 从 事 的 
专业 会 用 到 越 来 越 多 的 、 甚 至 很 新 的 数学 知识 ， 这 些 知 识 又 
不 可 能 都 在 大 学 学 到 。 而 将 来 他 其 至 需要 能 用 数学 的 方法 自 
己 解 决 一 些 问题 。 随 着 科学 的 发 展 ， 后 一 类 学 生 和 专业 只 
越 来 越 多 。 当 前 从 经 济 学 的 发 展 对 数学 的 要 求 就 是 一 个 有 力 
例证 。 讲 3， 我 们 认为 是 对 后 一 类 学 生 (包括 学 经 济 的 学 
生 ) 的 要 求 。 有 一 种 做 法 是 把 这 门 课 分 成 初等 微 积分 和 高 等 
微 积分 , 前 着 适应 前 一 部 分 学 生 , 后 者 适应 后 一 部 分 学 生 。 这 
是 美国 人 通常 的 做 法 。 但 是 这 两 部 分 互 有 重 登 ， 因 此 对 后 一 
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部 分 人 实在 是 浪费 了 不 少 精 力 。 不 少 辐 志 主张 这 样 分 划 是 因 
为 感到 数学 分 析 太 难 ， 学 生 不 易 人 掌握 。 伍 是 把 两 部 分 合成 一 
门 数 学 分 析 在 我 国 固然 是 50 年 代 以 后 的 事 , 其 实 这 并 不 是 前 
苏 歌 所 独 有 的 “计划 经 济 的 葵 端 ”的 产物 。 在 欧洲 大 陆 包 少 
年 来 都 是 这 样 的 。 从 50 到 60 年 代 的 20 年 左右 的 实践 看 ,以 
我 国 高 校 教师 欧 能 力 ， 特 别 是 能 够 进入 这 一 类 专业 的 高 中 生 
的 准备 来 看 ， 可 接 爱 性 应 该 不 是 太 大 的 问题 。 

真正 的 问题 在 于 一 是 少数 教师 对 e-6 过 分 苛求 ， 使 数学 
分 析 成 了 有 人 戏说 的 “大 头 微 积分 *。 教 了 一 年 半 载 还 在 基本 
概念 里 转 。 教 师 生 伯 学 生 不 慌 ， 学 生 学 着 总 不 对 劲 。 其 实 e- 
6 是 一 种 语言 ,这 是 非常 简洁 准确 的 语言 , 是 每 一 个 需要 较 多 
数学 的 学 生 〈 即 上 述 第 二 种 学 生 ) 所 必 不 可 少 的 。 可 是 学 会 
一 种 语言 (这 是 一 个 过 程 ， 不 能 希望 一 年 级 太 学 生 就 能 学 
会 )， 诀 不 等 于 要 成 为 一 个 “语言 学 家 ”。“ 大 头 微 积分 ”的 毛 
病 大 概 在 此 。 我 还 曾 请 王 会 林 从 苏联 杂志 《数学 科学 的 成 
就 》 上 译 了 一 篇 “在 国立 拉脱维亚 大 学 数学 、 物 理 系 进行 的 
一 场 大 学 生 数 学 竞赛 "， 发 表 在 《数学 通讯 }，1987， 第 一 期 
《44 点) 上 。 对 前 数 的 一 致 连续 性 定义 这 个 e-5 命题 变换 了 23 
种 说 法 ， 而 且 要 求 把 适合 每 一 种 说 法 的 消 数 都 找 出 来 。 读 者 
不 妨 看 一 下 ， 这 样 要 求 大 学 生 行 不 行 ? 但 这 个 材料 在 教学 中 
确 有 用 处 ， 我 曾 选 用 其 中 少数 与 同学 们 讨论 ， 后 来 同学 们 都 
感到 得 益 不 少 。 可 是 这 还 不 是 问 题 真 正 扬 在, e-6 既是 一 种 语 
言 ， 重 要 的 是 它 表 述 的 究竟 是 什么 ， 为 什么 叉 一 定 要 这 样 表 
述 。 这 一 点 ， 读 一 下 六 和 钦 这 本 书 ， 定 会 大 有 政 获 。 例 如 我 们 
通常 都 说 定 积分 是 和 的 极限 ， 这 本 书 就 告诉 了 我 们 为 什么 要 
说 是 上 和 的 下 确 界 ， 下 和 的 上 确 界 ， 而 不 说 是 极限 。 其 实 这 
是 很 深刻 的 问题 如果 一 定 要 讲 到 Moore-Smith- 
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UjarygopcernD 《西方 人 人 痢 不 知道 这 位 斧 国 数学 家 ) 极限 理论 ， 
不 妨 看 一 下 非 赫 金 哥 尔 芯 ,《 微 积分 学 教程 第 二 卷 一 个 附录 
《 风 三 分 册 》， 可 是 对 一 般 大 学 生 那 也 就 是 “语言 学 家 ”的 要 
求 了 。 其 至， 对 于 大 学 生 们 ， 就 庭 择 一 个 积分 和 和 系列， 定义 
其 极限 为 定 积分 也 无 不 可 (至 少 对 于 连续 函数 的 积分 )。 但 作 
为 一 个 教师 ， 懂 得 这 一 点 确 是 必要 的 。 相 信 不 少 读者 读 了 这 
木 书 定 热 有 人 翌 然 大 悟 的 感觉 。 特 别 是 第 一 讲 讲 实数 理论 等 等 
是 十 分 精采 的 。 读 了 这 本 书 ， 读 满 会 感到 辛 钦 确实 是 一 位 了 
不 起 的 教师 。 他 写 的 《数学 分 析 简 明教 程 》 在 50 年 代 末 、60 
年 代 初 在 我 国 风行 一 时 。 依 我 抽 见 ， 比 他 写 和 更 好 的 教材 至 
今 还 是 凤 毛 钥 解 。 教 师 自己 能 “ 惰 然 大 悟 *， 又 能 理解 自己 的 
学 生 ， 处 处 有 分 寸 感 ， 这 样 的 教学 当 会 是 成 功 的 。 

近年 来 常 谈 一 个 问题 即 数 学 课程 的 现代 化 。 有 不 少 同志 
主张 讲 一 点 外 微分 ,有 一 些 赔 志 主 张 加 上 一 点 样 条 表 数 ,….…。 
我 们 的 看 法 是 顺 其 自然 不 求 一 律 为 好 。 本 来 , 不 局 的 学 校 , 不 
同 的 教师 ， 同 一 门 课 就 会 有 示 同 讲法 。 这 也 是 古今 中 外 概 昔 
能 解 的 事 。 我 们 曾 分 析 了 一 些 著名 的 教材 。 后 如 美国 人 Hardy 
的 《纯粹 数学 》， 如 果 联 系 着 Titchmarsh 的 《 夯 数 论 $， 二 者 
何其 相近 ? Goursat (法国 人) 的 《分 析 教 程 》 与 Courant 
(法 国人 ) 的 微 积 分 ， 谁 也 看 得 出 来 在 风格 土 是 大 相 运 庭 。 但 
是 所 有 这 些 书 ， 在 基本 内 容 上 均 无 二 致 。 因 此 ， 如 果 一 位 教 
卯 自己 癌 欢 必 何 ， 或 着 自己 的 研究 工作 常用 外 微分 ， 教 教学 
生 ， 如 有 一 定 分 寸 ， 自 然 无 可 厚 非 。 其 他 教师 自 有 自己 的 绝 
招 , 怎么 可 能 划一 ? 重要 的 一 是 要 注意 到 科学 发 展 的 总 趋势 。 
当前 十 分 清楚 的 是 使 数学 与 物理 、 工 程 、 社 会 科学 的 一 些 部 
站 特别 是 经 济 学 的 接近 , 与 计算 机 的 接近 。 这 一 点 前 面 说 过 ， 
在 本 文中 暂时 不 谈 . 二 是 不 要 忽略 了 最 基本 的 东西 的 变化 , 基 
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本 的 东西 是 比较 稳定 的 ， 因 此 是 教学 中 要 大 为 着 力 之 处 。 醋 
是 就 连 最 基本 的 东西 也 会 有 些 变化 。 举 一 个 例 ， 本 书 关 于 
Heine-Borel 引 理 的 玫 述 是 有 毛病 的 5 见 23 页 )。Heine-Borel 
引 理 实际 上 是 紧 人 性 的 定义 ， 而 紧 性 如 作者 说 的 是 “时 代 稍 晚 
些 才 产生 的 "。 本 书 中 涉及 紧 性 之 处 , 总 使 人 感到 作者 未 能 运 
用 自如 ， 与 其 他 章节 之 如 行云流水 有 些 不 同 。 辛 软 蚌 本 世纪 
的 大 数 学 家 , 他 从 30 年 代 起 就 有 大 贡献 于 概率 论 等 方面 , 而 
紧 性 虽 是 拓扑 学 中 的 根本 问题 ， 与 辛 软 所 专长 的 领域 却 有 些 
距离 。 如 果 说 数学 的 发 展 其 至 使 福 钦 这 样 的 大 人 物 尚 有 难于 
运用 自如 之 处 , 对 于 我 们 这 样 的 普通 人 人 则 不 在 话 下 了 。 所 坟 ， 
要 想 做 一 个 好 的 教师 ， 总 得 不 断 充 实 自己 。 这 一 点 也 只 能 顺 
其 自然 ， 尽 到 努力 而 已 。- 

译文 加 了 一 些 注解 ， 一 是 改正 一 些 错误 ， 二 是 对 某 些 应 
注意 的 问题 作 一 些 说 明 , 希 望 能 与 作者 写作 此 书 的 宗旨 一 致 ， 
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本 的 东西 是 比较 稳定 的 ， 因 此 是 教学 中 要 大 为 着 力 之 处 。 醋 
是 就 连 最 基本 的 东西 也 会 有 些 变化 。 举 一 个 例 ， 本 书 关 于 
Heine-Borel 引 理 的 玫 述 是 有 毛病 的 5 见 23 页 )。Heine-Borel 
引 理 实际 上 是 紧 人 性 的 定义 ， 而 紧 性 如 作者 说 的 是 “时 代 稍 晚 
些 才 产生 的 "。 本 书 中 涉及 紧 性 之 处 , 总 使 人 感到 作者 未 能 运 
用 自如 ， 与 其 他 章节 之 如 行云流水 有 些 不 同 。 辛 软 蚌 本 世纪 
的 大 数 学 家 , 他 从 30 年 代 起 就 有 大 贡献 于 概率 论 等 方面 , 而 
紧 性 虽 是 拓扑 学 中 的 根本 问题 ， 与 辛 软 所 专长 的 领域 却 有 些 
距离 。 如 果 说 数学 的 发 展 其 至 使 福 钦 这 样 的 大 人 物 尚 有 难于 
运用 自如 之 处 , 对 于 我 们 这 样 的 普通 人 人 则 不 在 话 下 了 。 所 坟 ， 
要 想 做 一 个 好 的 教师 ， 总 得 不 断 充 实 自己 。 这 一 点 也 只 能 顺 
其 自然 ， 尽 到 努力 而 已 。- 

译文 加 了 一 些 注解 ， 一 是 改正 一 些 错误 ， 二 是 对 某 些 应 
注意 的 问题 作 一 些 说 明 , 希 望 能 与 作者 写作 此 书 的 宗旨 一 致 ， 


